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涪 养 基础 扎实 、 勇 于 创新 的 人 才 ， 是 大 学 教育 的 一 个 重要 目标 。 在 工科 的 教育 体系 : 
数学 课程 是 基础 课程 ， 在 培 拭 象 思维 能 力 、 逻 辑 推 理 能 力 想象 能 力 和 
算 能 力 等 方面 把 着 重要 的 作用 。 香 变 际 数 理论 一 直 华 随 着 科学 持 术 的 发 展 ， 从 中 汲取 养分 ， 
并 为 之 提供 方法 和 工具 。 建 立 在 复 变 函数 理论 之 上 的 积分 变换 ， 通 过 特定 形式 的 积分 建立 
函数 之 间 的 对 应 关系 。 简化 计算 ， 又 具有 明确 的 物理 意义 ， 在 许多 领域 被 广泛 地 应 
用 ， 如 电力 工程 、 通信 和 领域 、 信 号 分 析 和 图 像 处 理 、 语 音 识别 与 合成 、 医 学 成 像 与 
诊断 、 地 质 勘探 与 二 页 报 等 方 而 以 及 其 他 许多 数学 、 物 理 和 工程 技术 领域 。 通 过 本 课程 
的 学 习 ， 不 仅 能 学 到 复 变 函数 与 积分 变换 中 的 基础 理论 及 工程 技术 中 的 常用 数学 方法 ， 同 
时 还 为 学 习 有 关 的 后 续 课程 和 进一步 扩大 数学 知识 面 美 定 了 必要 的 数学 基础 。 

本 书 以 解析 孟 数 的 理论 为 基础 , 阐述 了 复数 与 复 变 函 数 、 解 析 函 数 、 复 变 函 数 的 积分 、 
级 数 、 留 数 及 其 应 用 、 共 形 映射 ， 同 时 对 伟 里 叶 变 换 、 拉 普 拉 斯 变换 作 了 较为 系统 的 介绍 。 
出 ， 突 出 基础 概念 和 方法 ， 在 知识 体系 完整 性 的 基础 上 ， 尽 量 做 到 数学 推导 简 
单 易 慌 并 在 工程 问题 密切 结合 等 方面 形成 了 自己 特色 , 书 中 精心 编排 了 大 量 的 例题 和 习题 ， 
以 供 读 进 和 


变换 内 容 发 全， 发 展 的 自然 过 程 ， 强调 概念 的 产生 过 程 所 蕴 
理 叙 述 的 精确 性 。 从 而 在 学 生 获 得 知识 的 同时 培养 学 生 推 理 、 


Q2) 对 基 本 的 引入 尽 可 能 联 突出 其 物理 意义 ， 基 础 理论 的 推导 ? 
循序 渐进 ， 适 合 工科 专业 的 特点 ; 基础 方法 的 阐述 富 于 启发 性 ， 使 学 生 能 举一反三 、 
贯通 ， 以 期 达到 培养 学 生 创新 能 力 、 提 高 学 生 的 基本 素质 的 目的 。 

G) 例题 和 习题 丰富 ， 有 利于 学 生 掌 握 内 容 ， 提 高 分 析 问 题 、 解 决 问题 的 能 力 。 
为 使 复 变 函 数理 论 完善 ， 我 们 把 共 形 映射 作为 一 章 编写 进去 ， 并 用 “* ”加 注 ， 为 学 秆 展望 
新 知识 留 下 窗口 ， 为 进一步 拓宽 数学 知识 指出 了 方向 。 对 于 章节 ， 教师 可 根据 专业 需 
要 、 学 生 接受 能 力 、 课 时 的 多 少 有 选择 地 进行 选 讲 ， 也 可 供 学 有 余力 的 同学 自学 

本 书 第 1 章 、 第 2 章 由 河南 科技 学 院 焦 红 伟 编写 ， 第 3 于 由 产儿 机 电 江 程 学 校 吾 湛 风 

写 ; 第 4 章 、 第 5 章 、 第 6 章 由 河南 科技 学 院 丈 景 ; 第 7 章 由 开封 大 学 张 新 成 编 
写 ; 第 8 章 由 聊城 大 学 张 义 宁 编写 。 全 书 由 焦 红 伟 、 必 : 本 名 页 统 稿 。 本 书 的 出 版 获得 北 
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第 1 章 复数 与 复 变 函数 


教学 提示 : 复 变 函 数 是 变量 为 复数 的 函数 . 复 变 函 数 在 众多 数学 分 支 中 属于 函数 论 . 函 
数论 研究 的 是 空间 形式 上 的 特殊 函数 类 的 性 质 . 复 变 函数 研究 的 是 定义 在 复数 域 上 的 解析 
通 数 的 性 质 . 下 面 先 讨 论 复 数 与 复 变 函数 这 一 章 ,为 研究 解析 函数 作 好 准备 . 这 门 学 科 的 一 
切 讨 论 都 是 在 复数 范围 内 进行 的 . 

教学 目标 : 术 章 主要 介绍 复数 及 其 运算 和 几何 表示 、 复 变 函 数 及 其 极限 和 连续 . 通过 本 
章 的 学 习 ， 使 学 和 熟练 掌 握 复数 的 各 各 表示 方法 及 其 运算 ， 了 解 区 域 和 复 变 函数 的 概念 ， 
掌握 复 变 函数 的 极限 和 连续 的 概念 . 


1.1 复数 及 其 运算 


在 初等 代数 中 已 经 学 过 复数 ， 为 了 便于 以 后 讨论 和 理解 ， 本 节 在 过 去 的 知识 基础 上 ， 
给 出 复数 的 两 点 式 定义 ， 在 简要 回顾 过 去 相关 结论 的 同时 ， 加 以 必要 的 补充 


1.1.1 复数 定义 及 运算 


定义 1.1 设 ?为 实数 ， 称 形 如 (kx 六 的 有 序数 对 为 复数 ， 其 中 的 “有 序 ” 是 指 : 若 
x 关 y， 则 (x,)##(y,*). 为 了 方便 起 见 ， 用 z 表示 复数 (x,y)， 记 作 z=(x,y)， 特 别 地 ， 将 
复数 (0,0) 记 作 0=(0,0). 
复数 (x, yy) 中 的 第 一 个 实数 x 称 为 复数 z 的 实 部 ， 第 二 个 实数 y 称 为 复数 z 的 虚 部 ， 分 
别 记 作 
X= Re(z). y=Im(:) 
对 任意 两 个 复数 =(4,b),z, = (c,d) 规定: 
0) 当 且 仅 当 a=5 且 c=d 时 , 称 2 与 z 相 等 记 作 =z. 
(加 法 4+2=(aD)+(e,d)=(atc,b+d). 
减法 5 (a,b)-(e,d)=(a-e.b-aq). 
乘法 a.z,=(a,b).(c,d)=(ac—bd,bc+ad). 
,b) _ act bd be-ad 
{Cay mrad ora 
由 上 述 规定 , 可 以 验证 : 加 法 、 乘 法 满足 交换 律 与 结合 律 ， 乘 法 对 加 法 满足 分 配 律 , 由 
此 可 知 ， 在 实数 域 里 由 这 些 规 律 推 得 的 恒等式 在 复数 里 仍然 有 效 ， 可 以 看 到 按 上 述 规定 加 
法 与 乘法 运算 所 带 来 的 好 处 . 另外， 还 可 以 验证 ， 复数 集 关 于 四 则 运算 是 封闭 的 ， 其 代数 
结构 是 域 . 复数 集 用 “C” 表示 ，C={z|z=(4,b),a,be R}，RR 为 实数 域 


2 #0. 


二 复 变 函 歼 与 积分 变换 


1.1.2 复数 的 代数 式 
在 讨论 复数 的 定义 时 ， 很 容易 提出 问题 ， 复 数 (x,y) 与 x+ 玉 (x.y 为 实数 ， 辣 =-1) 有 


上 ， 出 规定 的 运算 法 则 ， 对 形 如 (a,0) 的 复数 作 加 法 与 乘法 运算 时 ， 可 以 像 计算 实 
数 一 样 进行 ， 因 此 ， 可 以 将 (a0) 与 a 等 同 起 来 ， 据 此 ， 可 规定 
a+(c,d)=(a,0)+(c,4)=(a+c,d) 
a:(c,d)=(4,0).(c,d)=(ac,ad) 


于 是 ， 按 此 规定 可 推 得 
=p)= ,0)+(0, = x+ (0,D) 
若 记 i= (0.0), 则 得 
(x yp)=x+i, =-1l 
且 易 知 yi=iy. 
至 此 ， 可 知 ， 复 数 (x, y) 就 是 以 前 学 过 的 数 x+ 六 或 x+ 记 (x,y 为 实数 ， 六 = 一 1). 
你 x+ 商 为 复数 > 的 代数 式 ， 其 中 i 称 为 虚数 单位 ， 记 = -1. 若 x=0,yz0 时 , 称 泊 为 
纯 虚 数 . 
关于 复数 3 = a+ 拓 与 2 =c+ 丰 的 四 则 运算 ， 依 定义 1.1 有 ; 
z=(ato)+(b+ di 
a22 = (ac— bd)+(be+ad)i 
atbd, be-ad 
2 ora era 
为 了 方便 想见， 今后 讨论 问题 时 般 不 再 使 用 复数 的 数 对 表示 ， 而 常用 复数 的 代数 式 
或 其 他 形式 表示 复数 . 


1.1.3 ”复数 的 模 与 共 二 复数 


i,z, #0 


对 给 定 的 复数 :=x+yi, 称 复数 x- 交 为 z 的 共 久 复 数 , 记 作 =x 一 六 - 称 Yx +y ( 算 
术 根 ) 为 复数 z 的 模 ， 记 作 |z|=yx + - 
关于 复数 的 模 与 共 且 复 数 ， 有 下 列 关系 . 


Whal=|al:|sl, 


Ox 


(G)z. 了 = 了 2+ 了 六. 


abers) ?= 于 (2- 习 ， 


a 
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【 例 1.1】 设 s =3+252 =1-i， 求 三. 


本 


i (3+iX2—i) ,po 
【 例 1.2】 求 复数 4= 汪 一 全 一 “的 模 . 
例 求 复 DT) 的 术 
解法 1: 用 模 的 定义 求 | 人 和， 得 |4|=1-. 
解法 2;， 和 机 用 中 = 44 辽 先 求 | 相 ， 寺 求 出 |4|=1. 
解法 3， 观 察 4 发 现 分 子 与 分 母 互 为 共 斩 复 数 ， 由 性 质 | 


1.2 复数 的 几何 表示 


1.2.1 复 平 面 与 复数 的 向 量 式 


用 建立 了 向 卡 儿 直角 坐标 系 的 平面 来 表示 复数 的 平面 称 为 复 平面 . 复 平面 赋予 了 复数 
以 直观 的 几何 意义 ， 复数 的 数 对 表示 式 也 可 以 看 作 是 直角 坐标 系 中 的 坐标 ( 见 图 1.1). 它 建 
立 了 “ 数 ” 与 “点 ”之 间 的 一 一 对 应 关系 .由 此 ， 今 后 不 去 区 分 “ 数 ” 与 “点 ”. 例如 ， 
把 复数 1+ 2i 称 为 点 1+2i， 把 点 4+i 称 为 复数 4+i. 

复数 的 几何 解释 使 得 许多 关于 复数 的 “ 量 ”有 者 清晰 的 “ 形 ” 的 表露 . 例如 ， 复 数 
3=x+ 商 的 模 | 耻 表示 复 平 面 上 点 M(xe 六 到 原点 的 距 访 rr( 见 图 1.2) 等 ， 这 种 “ 彤 ”的 表 酷 
对 研究 复 变 函数 有 重要 意义 . 

在 复 平面 上 ， 由 于 点 M(x,y) 与 向 量 OM 是 一 一 对 应 的 ， 所 以 ， 复数 2=x+ 贞 可 看 成 
一 个 起 点 在 原点 ,终点 在 点 M(x,y) 的 向 量 (向 径 X( 见 图 1.2). 复数 的 向 量 形 式 是 复数 在 复 平 
面 上 的 又 一 几何 解释 . 


次 类 次 复 变 函 歼 与 积分 变换 


1.2.2 复数 的 三 角 式 与 指数 形式 
1. 复数 ?0 的 辐 角 


复数 : 的 往 角 记 作 Argz ， 它 是 向 量 C2 与 4 轴 正 向 之 间 的 夹 角 ， 其 方向 规定 为 逆 时 针 
方向 为 正 ， 顺 时 针 方向 为 负 . 

显然 ， 关 z=0 无 辐 角 可 言 ， 而 对 每 一 个 复数 2* 0 ， 其 辐 角 有 无 穷 多 个 值 ， 若 多 
是 复数 z 的 一 个 辐 角 ， 则 


Argz -H+2kr(k EL) 


就 是 复数 z 的 全 部 辐 角 . 

若 用 arg > 表示 满足 条 件 -x<argz 短工 的 一 个 特定 值 ， 则 称 arg z 为 复数 > 的 主 辐 角 或 
辐 角 的 主 值 . 

显然 ， 有 


Argz =arg 2 + 2 (Kk EZ) 


把 角 的 主 值 argz (z#0) 可 以 由 反正 切 arctan 土 的 主 值 arctan 荆 按 下 列 关系 确定 . 


>0，z 在 第 1 象限 
arctan 一 ， 当 x > 0，y14=0，z 在 x 轴 正 向 
x 
< 0，z 在 第 IV 和 象限 
2 yx-0, >>V，z 化 y 轴 正 问 
i 0 z 在 y 轴 负 身 
了 0。 ,|>0 :在 第 [象限 
De 本 汪 0，: 在 秒 上 [象限 
n 当 x < 0，?= 0，z 在 x 础 正 向 


其 中 - 工 <arclan 守 < 工 . 
2 x 2 


2. 复数 的 三 角 式 
利用 直角 坐标 与 极 坐 标的 关系 式 ， 很 容易 得 到 z=x+ i 的 三 角 表 示 式 ， 称 为 复数 2 的 
三 角 式 


2=r(cosp+ising), zz0 
通常 取 argz . 
3 复数 的 指数 式 
若 引 入 记号 
g9 =cos9+isin9 (e 为 自然 对 数 的 底 ) 
则 由 复数 的 三 角 式 得 到 
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称 该 式 为 复数 (zz 0) 的 指数 式 ， 其 中 是 z 的 模 ， 是 z 的 辐 角 . 利用 复数 的 指数 式 
作 乘 除法 较 简 单 ， 结 果 可 得 到 两 个 等 式 ， 
Arg(z2, )= Argz, + Argz, 


sa- Argz — Argz, 
a 
按 以 下 约定 米 理 解 这 两 个 等 式 : 

第 一 个 等 式 的 意思 是 由 于 辐 角 的 多 值 性 ， 这 个 等 式 是 两 个 无 限 集合 意义 下 的 相等 . 即 当 
在 左 端 取 定 一 个 值 a 时 ， 那么 在 右 端 分 别 可 从 Argz 中 取出 一 个 值 a 及 从 Argz, 中 取出 一 个 
值 g,， 使 得 g=% +w， 并 且 ， 当 从 右 端 分 别 从 Argz, 与 Argz, 中 取出 @ 与 ,时 ， 那 么 在 左 
端 定 可 取出 某 个 w ， 使 得 w = a + 

第 二 个 等 式 的 理解 与 此 类 似 . 不 仅 如 此 ， 今 后 ， 凡 遇 到 含 多 值 的 等 式 时 ， 都 按 此 约定 
理解 . 

复数 的 各 种 表示 法 可 以 相互 转换 ， 以 适应 讨论 不 同 问题 时 的 需要 . 
【 例 1.3】 设 z=r(cos0+isin0)， 求 于. 

解 z=2.2=r*(cosO+isin0) =r (ec0s20+isin20)= re 

一 般 地 ， 设 是正 整 数 ，z 表 示 m 个 = 的 乘积 ， 称 为 = 的 ”次 宕 . 对 = 的 靖 次 时 有 

em 
特别 ， 当 r=1 即 z=cos9+isin9 时 ， 有 


(cosO+isinO)" =cosnd tisinngd 


这 就 是 棣 莫 弗 公式 . 
【 例 1.4】 设 0<x< 瑟 ， 试 求 复数 2 = 一 的 三 角 式 . 
2 1+itanx 
解 由 所 给 复数 = 化 简 得 
(1 —itan xy 一 itan x) 
(1+itan xl 一 itan x) 
_Qd-tam 癌 -2itanz 


l+tan’ x 
=0C0s2x—isin2x 


:， 得 到 复数 z 的 三 角 式 为 
2 = 608(-2x)+ isin(—2x) 
【 例 1.5】 将 复数 z=-2-2V3i 化 为 指数 式 . 
2 


解 因 r=4argz=actm-x=Z-x=- 全 ,所 以 := Je 即 为 所 求 
5 


了 


各 


1.2.3 ”复数 的 n 次 方 根 
设 z 为 复数 ，n 为 正 整数 ， 若 存在 复数 w 满足 方程 


复 变 隔 数 与 积分 变换 


Wh 


则 称 w 为 z 的 一 个 n 次 方 根 ， 称 求 z 的 全 部 n 次 方 根 为 把 复数 2 开 n 次 方 ， 或 称 为 求 = 

的 n 次 根 ， 记 作 w= 人 或 w= 

对 于 符号 Az 约定 : 当 :为 非 负 实数 时 ， 符 号 妨 仅 表示 

是 需要 将 复数 z 开 n 次 方 ， 那 将 会 特别 声明 
求 复数 z= re* 冯 0 的 于 次 根 的 公式 为 


常 的 算术 根 ， 如 果 此 时 问题 
二 各 (ent inne ta] es k=0,1,2,.…,n—1 
n A 
当 磊 取 其 他 整数 值 时 ， 这 些 根 又 重复 出 现 ， 例 如 当 大 = 即时 有 


( QO+2nm ,. 0+2nn 
| eg 一 一 十 19imn 一 一 一 一 


] ( 人 外 
= 天 | cos—+isin— |=w, 
n n 用 


WwW, = 


n 
在 几何 上 4 的 m 个 值 就 是 以 原点 为 中 心 ，r 为 半径 的 圆 的 内 接 正 边 形 的 n 个 顶点 . 
【 例 1.6】 解 方程 -1=0 
解 求 方程 = 
全 部 三 次 方 根 为 


-1=0 的 解 就 是 求 z =1 的 全 部 二 次 方 根 . 因 argl=0， 久 =1， 故 z=1 的 


旗 


2 
三 个 根 是 内 接 于 中 心 为 原点 


经 为 1 的 圆 的 正三 角形 的 三 个 顶点 . 
【 例 1.7] 设 := 了 2+ ADD， 求 拒 . 


二 
解 因 z=cos 二 +isin 一 


故 r=Largz= 开 


.于 是 ， 
4 


z 的 四 个 四 次 方 根 为 


训 T 和 
m = cos 一 +isin 一 
16 


16 
bc 
仙 一 co 一 +isin 一 
16 16 
17n 
WwW, = cos 一 一 +isin 一 一 
16 16 
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1.2.4 无 穷 远 点 与 复 球面 
由 于 某 种 需要 ， 引 入 一 个 特殊 的 复数 一 一 无 穷 大 ， 记 作 . 
关于 ce ， 没 有 宝 义 其 实 部 、 虚 部 与 畏 角 ， 但 规定 其 模 | 中 |= +ee . 
有 关 = 参 与 的 运算 规定 如 下 : 
设 a 是 异 于 % 的 一 个 复数 ， 规 定 


a oo 
uc= 一 Lv=n， =0, 一 = 一 
~- a 


设 b 是 异 于 0 的 一 个 复数 ， 规 定 


ee 
0 


关于 <+w，0-m， 三 及 0， 仍 无 定义 . 


吕 的 几何 解释 ， 由 于 在 复 平面 上 没有 一 点 能 与 % 相 对应， 所 以 ， 只 得 假想 在 复 平面 上 


远 点 ， 同 时 ， 任 

为 与 复 平 面 区 别 ， 称 复 平面 添加 无 穷 远 点 后 所 成 平面 为 扩充 复 平面 ， 扩 充 复 平面 又 称 
闭 平面 ， 复 平面 又 称 开平 面 ， 有 时 与 扩充 复 平面 由 对 而 言 也 把 复 平面 称 为 有 限 复 平面 . 

这 里 要 特别 注意 的 是 ， 这 里 的 记号 是 一 个 数 ， 而 在 高 等 数学 中 所 见 的 记号 + 吕 或 -oo 
均 不 是 数 ， 它 们 只 是 表示 变量 的 一 种 变化 状态 . 

为 使 无 穷 远 点 有 更 加 令 人 信服 的 直观 解释 ， 人 们 引入 了 黎 曙 球面 (或 复 球 面 )， 

将 一 个 球 心 为 0'， 半径 为 了 的 球 按照 以 下 方法 放 在 直角 坐标 系 Oxyz ( 见 图 1.3) 中 ( 设 复 
平面 与 Oxy 坐标 平面 重合 ): 使 球 的 一 条 直径 与 0z 负重 合 ， 并 且 使 球 与 Oxy 平面 相 切 于 原 
点 O. 球面 上 的 点 O 称 为 南极 ， 点 N 称 为 北极 . 


这 . 圳 复 变 函 歼 与 积分 变换 


对 于 复 平面 内 任 一 点 M ， 如 果 用 一 直线 把 点 jd 与 北极 点 NN 连接 起 来 ， 那 么 该 直线 一 
定 与 球面 相交 与 异 于 北极 的 一 点 M'， 反 过 来 ， 对 于 球面 上 任何 一 个 异 于 NN 的 点 M'， 用 直 
线 把 N 与 M 连接 起 来 ， 这 条 直线 的 延长 线 就 与 复 平面 相交 于 一 点 . 

若 规定 点 入 为 点 在 黎 曼 球面 上 的 对 应 点 ， 而 点 % 是 点 和 在 扩充 复 平面 上 的 对 应 点 ， 
则 扩充 复 平面 与 黎 曼 球面 之 间 便 建立 了 一 一 对 应 关系 ， 

至 此 ， 关 于 复数 的 几何 解释 又 可 以 这 样 来 说 : 复数 域 的 几何 模型 是 复 平 面 或 挖 掉 点 N 
的 黎 曼 球 面 ， 复 数 域 添加 无 穷 大 后 所 成 集合 的 几何 模型 是 扩充 复 平面 或 黎 曼 球面. 


1.3 平面 点 集 


本 节 主 要 是 对 一 些 常见 的 点 与 点 集 作 出 规定 。 若 无 特殊 声明 ， 则 总 在 复 平面 上 讨论 . 
1.3.1 邻 域 


i ， 则 点 a4 与 2, 间 的 距离 d(z,,z,) 规 定 为 


dai2) = ny + ny 


显然 ，d(za,z,)=|z, -|: 

设 为 一 定点 ，p>0， 称 满足 |z- 有 |<p 的 点 z 的 全 体 为 点 的 p 邻 域 ， 记 作 
Ts0,P) - U(so0;P) 简 称 为 点 的 邻 域 . 

U(zo;P) 的 几何 意义 是 ， 以 z 为 圆心 ， 以 p 为 半径 的 圆 内 的 全 体 点 所 组 成 的 集合 . 

称 Uz6,p)=U《z0,p)-{2o}= 人 0 <|z- 有 |< 为 纠 的 去 心 p 邻 域 ， 简 称 为 点 亏 的 去 


心 邻 域 . 

UV"(zs.p) 的 几何 意义 是 ， 以 五 为 圆心 ， 以 P 为 半径 的 圆 内 的 全 体 点 挖 掉 2 后 所 组 成 的 
集合 . 

下 面 利用 邻 域 来 刻画 一 些 特殊 的 点 与 点 集 . 

设 已 是 一 点 集 ， 是 一 定点 : 

若 z 的 任意 一 个 邻 域内 都 含有 巨 的 无 穷 多 个 点 ， 则 称 zo 为 的 诊 点 . 

若 z e 巨 且 存 在 菜 个 U(zo,p)， 使 得 U(zo,pP) 内 除 zo 外 再 无 的 点 ， 则 称 20 为 已 的 孤 
也 点 ， 

若 2 已 且 存在 某 个 U(zo:P)， 使 得 5(zuP)c 已 ， 则 称 点 3 为 已 的 内 点 . 

若 存在 某 个 U(zo,P) ， 使 得 C(2u,P) 内 的 全 部 点 都 不 属于 已 ， 则 称 2 为 巨 的 外 点 . 

若 zx 的 任意 一 个 邻 域内 轻 有 属于 已 的 点 ， 又 有 不 属于 五 的 点 ， 则 称 叉 为 五 的 边界 点 - 

称 由 的 全 部 边界 点 组 成 的 集合 为 巨 的 边界 ， 记 作 E . 

若 已 的 点 都 是 书 的 内 点 ， 则 称 忆 为 开 集 - 

若 互 的 全 部 绎 点 都 属于 已 ， 则 称 巨 为 闭 集 - 
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若 存 在 一 个 正 数 MM， 使 得 巨 内 的 任意 一 点 z 都 满足 |z| <AM ， 则 称 妃 为 有 界 集 ， 否 则 ， 
称 互 为 无 界 集 . 
【 例 1.8】 设 点 集 E={z||< 刀 ， 则 点 z==1/2 是 互 的 内 点 ，z=i 是 的 聚 点 和 边界 点 ; 
2z=1+i 是 巨 的 外 点 ; 已 是 开 集 卫 为 者 界 集 ，65= 生 = 切 ，65 是 闵 集 旦 为 有 敌 集 ; 
BU6E- 人 此 | 拟 1} 是 闲 集 且 为 有 界 集 ， 这 里 的 巨 即 w(0.D) ， 常 称 为 单位 贺 . 


1.3.2 曲线 

定义 1.2 设 x(t) 与 py(i) 是 定义 在 区 间 [w,B] 上 的 实 值 连续 函数 ， 称 由 

2(0) = x(D + yO 

确定 的 点 集 C 为 复 平 面 上 的 连续 曲线 ， z(c) 与 z4B) 分 别称 为 曲线 C 的 起 点 与 终点 . 若 
z(xo)-2z(D) ， 则 称 曲线 C 为 闭 曲 线 . 

曲线 C 的 方向 规定 为 参数 + 增加 的 方向 - 曲线 C 的 反 向 曲线 记 为 C- . 
，z(£)= z(t,)， 则 称 C 为 简单 曲线 或 约 当 曲 线 . 当 右 # 记 而 
所 zG6) = 2 所 ) 称 为 曲线 C 的 重点 . 没有 重点 的 连续 曲线 即 为 简单 曲线 或 


有 =zG)= z() 时 ， 
约 当 曲 线 , 

关连 续 曲线 C 是 一 闭 曲线 , 且 仅 当中 一 个 是 a ， 另 一 个 是 有 时， 才 有 z(6)= 2(4)， 
则 称 C 是 简单 闭 曲 线 或 约 当 闭 曲 线 ( 即 简单 曲线 起 点 与 终点 重合 )， 

若 C 是 简单 曲线 ，x(D) 与 y'() 在 [xp] 上 连续 ， 且 对 +s[cx.b]， 有 

2z(D=x(DO+yCOis#0( 或 者 记 为 [xD 了 +[C 了 =0) 

则 称 C 为 光滑 曲线 ， 称 由 有 限 条 光滑 曲线 首尾 连接 而 成 的 曲线 为 逐 段 光滑 曲线 . 

为 方便 起 见 ， 称 逐 段 光滑 的 闭 曲 线 为 围 线 ， 关 于 围 线 的 方向 规定 为 ， 逆 时 针 方 向 为 正 
向 ， 顺 时 针 方向 为 负 向 . 


1.3.3 区 域 


设 五 为 点 集 , 者 对 互 中 任意 两 点 , 总 能 用 一 条 完全 展 于 巨 的 连续 曲线 将 它们 连接 起 来 ， 
则 称 五 是 连 通 的 ， 
为 点 集 ， 老 它 是 开 集 ， 和 的; 则 称 五 为 区 域 . 
集 忆 为 区 域 ， 则 称 刀 连同 其 边界 aD 所 成 的 集 台 为 闭 区 域 ， 记 作 万 . 
一 条 简单 六 曲线 C 必 和 地 分 成 已 、C 、 必 三 个 点 集 ( 见 图 1.4)， 使 它 


们 满足 : 
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0) 彼 此 不 相交 ; 

(D1 是 一 个 有 界 区 域 ( 称 为 曲线 C 的 内 部 ); 

(3)Ds 是 一 个 无 界 区 域 ( 称 为 曲线 C 的 外 部 ); 

(4)C 既是 Di 的 边界 又 是 Ps 的 边界 ; 

(5) 若 简单 折线 ( 指 满足 简单 曲线 定义 的 折线 )7 的 一 个 端点 属于 D1， 另 一 个 端点 属于 
D2， 则 三 必 与 C 相交 . 

设 乙 为 区 域 ， 若 万 中 任意 一 条 简单 闭 曲 线 的 内 部 仍 属于 万， 则 称 刀 为 单 连 通 区 域 , 不 
是 单 连通 区 域 的 区 域 秘 为 复 连通 区 域 . 
【 例 1.9】 设 E={zjimz>0}, D={ 
复 连 通 区 域 . 

单 连通 区 域 的 特征 是 在 该 区 域内 任 一 个 简单 闭 曲 线 可 经 过 连续 变形 而 缩 成 一 个 点 ,而 
复 连 通 区 域 不 具有 这 个 特征 ， 


1 <|z|<2) ， 由 定义 得 知 ， 五 是 单 连通 区 域 ， 思 是 


1.3.4 “无穷 远 点 的 邻 域 

设 p>0 ， 称 满足 |:|>p 的 点 z 的 全 体 所 成 的 集合 为 无 穷 远 点 的 p 邻 域 ， 记 作 
UL, p). 

UV(ce ，P) 的 几何 意义 : 表示 折线 |z|=p 的 外 部 . 

有 时 为 了 方便 起见 ， 也 简称 UCce ，p) 为 无 穷 远 点 的 邻 域 . 

在 扩充 复 平面 上 ， 若 一 个 区 域内 的 每 一 条 简单 闭 曲 线 的 内 部 或 外 部 (包含 无 穷 远 点 ) 都 
属于 这 个 区 域 ， 则 称 该 区 域 为 单 连通 区 域 .， 称 不 是 单 连通 区 域 的 区 域 为 复 连 遂 区 域 . 
【 例 1.10】 在 扩充 复 平面 上 ，E={z|z|< 必 为 单 连 通 区 域 ，D = 上 | > 上 是 单 连通 区 域 ; 
D={zh<|:|<“)} 是 复 连通 区 域 . 


14 复 变 函数 


复 变 函数 研究 的 主要 对 象 是 定义 在 复数 域 上 的 解 折 函数 ， 而 解 折 函数 是 一 种 特殊 的 复 
伙 函 数 ， 因 此 ， 在 讨论 了 鼻 数 集 后 ， 偿 需要 讨论 复 改 曲 数 的 有 关 概 念 ， 进 向 为 十 究 刨 析 绥 
数 作 好 准备. 
1.4.1 复查 函数 的 概念 

定义 13 设 上 与 上 为 复 平 加 上 的 两 个 复数 集 , 者 存储 对 应 关系 ,使 半 每 一 个 2ed， 
都 有 确定 的 we 与 之 对 应 ， 则 称 在 G 上 确定 一 函数 ， 记 作 

w=/(2), ze0 

习惯 上 称 复 变数 w 是 复 变数 的 函数 ， 简 称 复 变 函数 . 

若 依 只 有 一 个 确定 的 w 与 对 应 ， 则 称 w= f(z) 为 单 值 函 数 ， 否 则 ， 称 w= 所 =) 为 
多 值 函数 

例如 ，w= 民 ,w=|a| 为 单 值 东 数 ，w=3J5,w= Argz 为 多 值 函数 . 


YO 
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今后 ， 若 无 特殊 声明 ， 则 讨论 的 函数 均 为 单 值 函 数 . 
同 高 等 数学 一 样 ， 在 上 述 定义 中 ， 称 集合 G 为 函数 的 定义 域 ， 称 G 的 生成 集 
G'=f(0)={whw= f(z eG} 


为 函数 的 值 域 ，z 与 w 分 别称 为 函数 的 自 变 重 与 因 变量 . 
函数 w= f(z) 又 称 为 变换 或 映射 ， 变 换 或 映射 着 重 刻画 点 与 点 之 问 的 对 应 关系 ， 而 函 


数 则 着 重 刻画 数 与 数 之 间 的 对 应 关 ; 
设 有 函数 w= f(z)，z eG ，G 为 区 域 , 若 对 2,z,eG， 当 有 #2 时 ， 有 f(z)# f(z,)， 


则 称 w= F(z) 为 G 上 的 单 叶 函数 ， 称 G 为 w= f(z) 的 单 叶 性 区 域 . 

例如 ，w= ?+1 是 复 平 面 上 的 单 叶 函数 ， 复 平面 是 该 函数 的 单 叶 性 区 域 . 

设 有 函数 w= f(z)，zeG. 若 对 值 域 G'= f(G) 中 的 每 一 个 w, 都 有 确定 的 2eG 与 之 
对 应 , 且 使 w= f(z)， 则 称 在 G' 上 确定 一 函数 , 记 作 z= 广 :Oow) weG' ， 称 为 函数 w= f(z) 
的 反 函数 . 

显然 ， 反 函数 也 有 单 值 函数 与 多 值 函数 之 分 . 

例如 ，w= z+1 的 反 函 数 == ww-1 是 单 值 函数 ， 而 w= 2 的 反 函 数 >= ahw 是 多 值 函数 . 

本 书 中 ， 如 无 特殊 说 明 ， 所 讨论 的 函数 均 为 单 值 函 数 . 

设 有 函数 w= f(z)，zeG， 若 存在 M >0， 使 对 任意 的 zeG 都 有 |f(z|<M ， 则 称 函 
数 w= F(z) 为 G 上 的 有 界 函数 ， 否 则 ， 称 为 无 界 函 数 ， 

复 变 函 数 与 实 变 量 的 实 值 函 数 有 无 联系 呢 ? 为 弄 清 这 个 问题 ， 来 观察 一 个 例子 设 


w= 2+2 ，2e 复 平面 专 


2Z=X+ 罗 ， w=U+ 
则 有 Uti=(r+ty)+ (+p) = y+ +2 + i 
于 是 有 w=? 了 -y+tr， v=Imy+y 


由 此 可 知 ， 函 数 w%=z+2 的 实 部 与 虚 部 均 为 二 元 实 值 函 数 . 

一 般 而 言 ， 对 于 w= f(z)，zEG ， 着 令 z=x+ 贡 ， w=u+ 仙 ， 则 由 对 应 关系 了 与 
复数 相等 的 定义 ， 易 知 & 与 均 是 二 元 实 值 函 数 . 

若 设 z=*+ 丰 ， mw=a+ii， 风 有 


w= f(2)=uC%, 人 +YCD Ji 

因此 ， 研 究 复 变 函 数 可 以 转化 为 研究 二 元 实 值 函数 . 

一 般 来 讲 ， 当 = 与 w 用 不 同 的 复数 表示 法 时 ， 刻 画 函 数 w = f(z) 的 两 个 二 元 实 值 函数 
会 发 生 相 应 的 变化 . 

至 此 ， 可 以 说 ， 复 变 函 数 与 实 变量 的 实 值 函数 有 联系 .这 种 联系 表现 为 : 复 变 函数 的 
实 部 与 虚 部 均 可 用 二 元 实 值 函数 来 表示 . 

由 于 复 变 函 数 w= f(z) 的 几何 图 形 需 在 四 维 空间 里 考虑 的 缘故 ， 所 以 ， 不 可 能 有 实 值 
函数 y= (x) 与 z= 了 (x,y) 的 那 种 直观 的 感觉 . 为 了 赋予 复 变 函 数 以 形 的 解释 ， 从 变换 或 映 
射 的 角度 来 考虑 . 

设 有 函数 w= f(z)，zeG， 值 域 G'= f(G). 取 两 张 复 平面 ， 分 别称 为 ?平面 和 w 平 


i 
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面 , 若 将 定义 域 放 在 z 平 面 上 , 值 域 G' 放 在 w 平面 上 , 则 复 变 函 数 w= f(z) 的 几何 意义 是 ， 
将 z 平 面 上 的 集合 G 变换 (映射 ) 为 w 平面 上 的 集合 G' ， 通常， 称 G 为 原 象 集 ， 称 OG' 为 象 
集 . 若 w。 eG' 是 由 点 eG 变换 (映射 ) 来 的 ， 则 称 w 为 的 象 点 ，z% 为 w 的 原 象 点 . 
【 例 1.11】 设 w= 了 f(z)=z+ 有 hh=1+i,G={s|z|= 册 为 单位 圆周 ， 试 来 G'= f(G). 

解 为 了 求 G'， 其 想法 (思路 ) 中 最 容易 想到 的 是 ， 设 法 求 出 G' 中 点 所 遵循 的 规律 ， 然 
后 ， 由 此 规律 再 去 分 析 G' 是 怎样 的 集合 ,为 此 ， 令 


32=X+ 摧 ， Ww 三 认 十 训 


代入 w= f(z)=z+h 中 得 
u=x+1 


v=yp+1 
由 此 得 
QD +0-1y =|| 
而 由 G 知 |z|=1， 故 有 
Ql +(v-D) =1 
即 G' 为 w 平 面 上 的 以 点 1 十 i 为 圆心 ， 以 1 为 可 周 ， 亦 即 
G = -Qt+ =D 


yy 


【 例 1.12】 设 w- f(z) 一 2?， 试问 它 把 平面 上 的 下 列 曲 线 分 别 映 射 成 w 平面 上 的 什么 
曲线 : 


WG={z Res? -ns =4}; 


@o-slRes | 


解 依照 例 1.11 的 恩 路 来 处 理 这 个 问题 . 
(DD 设 z=res，w=pe”， 代入 w=f(z)=z? 得 


p= 
p=20 
而 由 G 知道 r==2。 0<argz< 三 ， 故 有 p=4,0<p<x， 即 
G= 各 =40<arsz< 可 
(2) 设 zs=x+ 虽 mm=ad+wmi， 代 入 w=z)=2 得 
U=x yy 
v=2xy 
而 由 G 知道 六 一 六 =4， 故 有 w=4， 即 
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G'={w|Rew=} 


(3) 设 z=x+ 甩 w=4+ 有 ,代入 w= f(z)=z 得 
Pe 
y=2xy 


而 由 G 知道 ，x=1/2， 故 有 


G-|wama+Rew= 叶 


即 G' 为 w 平 面 上 的 以 w=1/4 为 顶点 ， 开 口 向 左 的 抛物 线 . 
1.4.2” 复 变 函 数 的 极限 

与 在 高 等 数学 中 一 样 ， 极 限 的 概念 在 复 变 函 数 中 也 扮演 着 十 分 重要 的 角色 ,， 

同 高 等 数学 一 样 ， 先 引进 数列 的 极限 ， 然 后 再 讨论 函数 的 极限 . 

定义 1.4” 设 有 复数 列 az ， 记 作 {}， 者 存在 复数 才 ， 对 任意 的 c>0， 总 
存在 自然 数 N， 使 当 n>N 时 ， 有 


alee 


则 称 数列 {2,} 存 在 极限 (或 收敛 )， 其 极限 为 3 (或 收敛 于 2 )， 记 作 
i 及 或 2 二 zn > 

若 复数 列 {z,} 不 存在 极限 ， 则 称 数列 {z,} 发 散 . 

复数 列 {z,} 的 极限 为 z, 的 几何 意义 是 明显 的 ， 它 表示 对 于 点 am 的 任意 邻 域 U(z,,s)， 
数列 {z,} 中 总 存在 一 项 z,, ， 使 在 此 项 后 面 的 所 有 项 zsu, z,,,,… ， 都 位 于 该 邻 域内 . 

定理 11 车 z = 130i 2 一 各 1 访 n=1,2，， 则 {fs,} 以 5 为 极限 的 充分 必要 条 
件 是 x 二 且 思 一 为 O 一 ce) . 

该 定理 的 重要 意义 在 于 它 揭示 了 复数 数列 与 实数 数列 在 收敛 问题 上 的 紧密 联系 . 

设 有 复数 列 fz,} ， 若 存在 正 数 M， 使 得 对 任意 都 有 z 都 有 |z,| <XM ， 则 称 数列 {z 为 
有 界 数 列 ， 否 则 ， 称 数列 {z,} 为 无 界 数列 . 

复数 列 的 极限 是 实数 列 极限 的 推广 ， 这 种 推广 使 它们 有 类 似 的 运算 法 则 和 性 质 定理 ， 
证 明 方法 也 相仿 ， 如 对 复数 列 的 极限 具有 的 下 述 有 关 定 理 结论 只 氢 而 不 证 . 

着 复数 列 {z,} 收敛 ， 则 {z,} 是 有 界 数 列 . 

若 复 数列 {2,} 收 合 ， 则 {z,} 的 极限 是 唯一 的 . 

( 柯 西 收敛 准则 ) 复 数列 {z,} 收敛 的 充分 必要 条 件 是 : 对 任意 的 a>0，, 总 存在 自然 数 W ， 
使 当 nmm>N 时 , 有 |z, -z,|<s. 

(四 则 运算 法 则 ) 著 z -42 > BO co， 则 ; 

(D(z, + 7) AtB(n > %): 


(2)(2 3) = 4B(n = ™); 
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下 面 讨论 函数 的 极限 . 

定义 1.5 设 函 数 w= f(z)，z eG ，z 为 G 的 聚 点 ， 若 存在 复数 4， 对 任意 的 a>0， 
总 存在 5>0， 使 当 G 中 的 点 zs NGz.6)={o<|:-z|< 引 时 ， 有 


|Fz)-4l<s 

则 称 f(z) 当 = 在 G 中 趋 于 zx 时 有 极限 4 ， 记 作 
lim f(z)=4 或 f(z) 忆 4 (2 二 20,z EG) 
[Se 

关于 f(z) 一 A(z 一 53,zeG) 的 几何 意义 可 理解 为 : 对 于 w 平面 上 定点 4 的 任意 邻 域 
U(4,E)， 住 z 平 面 上 一 定 能 找到 的 某 个 去 心 邻 域 U'(za0,6)，, 使 得 当 点 z 进 入 U"(z0,0) 时 ， 
其 象 点 w 就 落 入 U(4,s) 内. 

由 定义 1.5 可 见 ， 复 变 函 数 的 极限 概念 与 高 等 数学 中 的 极限 概念 极为 相似 ， 但 这 仅仅 
是 问题 的 一 个 方面 ， 问 题 的 另 一 个 方面 是 它们 之 间 尚 有 本 质 上 的 差别 

在 复 灾 尔 数 的 极限 概念 中 ，z 一 z 时 关 十 路 径 的 要 求 比 x 一 六 时 关 才 路 径 的 炎 求 要 茄 
刻 的 多 ， 前 者 z -20 3 在 G 上 沿 任意 路 径 趋 于 3 是 有 无 穷 条 路 径 可 供 选择 ， 而 后 者 
已 要求 x 在 实 轴 上 沿 任意 路 径 趋 于 mm， 实则 只 有 两 条 路 径 (m 的 左 侧 与 右 侧 ) 可 供 选 择 . 
数 的 极限 定义 ， 可 仿照 高 等 数学 中 的 方法 获得 下 述 结论 : 
z 在 G 中 趋 于 亏 时 存在 极限 ， 则 极限 是 唯一 的 . 

若 f(z) 当 z 在 G 中 赵 于 za 时 存在 极限 ， 则 存在 Cr(z,0) 及 正 数 M， 使 得 当 
20EU"(z0: 辐 时 ， 有 |f(z)<M . 

若 函数 /(z) 与 g(z) 均 定义 在 G 上 ,上 且 f(z) 忆 4.g(z)>B(z 一 5)， 则 有 : 

(CD[FGz)+s(z)] 一 4+B( — 20); 

(CD)[F(Gz).8(2] 一 4.B(G 一 30); 


(4 
7 人 和 ah5r0， 
定理 1.2 车/(z)=u(%,y)+ vw yi,z EG, 有 =xo+ wi 是 G 的 聚 点 ， 则 ji f(z)=4 的 


[ee 
充分 必要 条 件 是 

lim r(x, 7)— ReA HL lim v(x, 7)— Im4 

Ee ee 


>>% p>% 


证 设 
车 lim f(z)=A4， 当 0<|z 
AH 
3 


XxX+HieG, 0 十 1 


|<5 即 0<|e+ 苛 -Co+yil<G 时 有 


) 


|@itiy) -Go +iv)|<e 
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[eriy -Gt in -Vm tp my 


| [Gr ivy) -Cu +ivo) 


| 
所 以 ， 当 0<Ye-% y+ ny <6 时 ， 有 


le -al<s，-wm|<s 


vy-w lt iy) -Gn ti 


即 
lim u(x, p=ReA, limnvx,y)=ImA 
a a 


反之 ， 如 果 上 面 两 式 成 立 ， 则 当 0< Vx 一 +G- 加 <6 时， 有 
-wl < lr) 
区 2 
而 
70)-4=Ku-u) ti -nhl+ lo -| 


所 以 ， 当 30<|: -sl- Vi) + <5 时 ， 有 


lim f(z)=4 


该 定理 的 重要 意义 在 于 ， 它 揭示 了 复 变 函数 的 极限 与 实 变 函数 极限 的 紧密 关系 ， 将 求 
复 变 函数 的 极限 问题 转化 为 求 两 个 二 元 实 值 函数 的 极限 问题 - 
【 例 1.13】 设 f(z)=Rez.z 属 于 复 平面 ,对 复 平面 上 任意 的 点 有 %， 令 Az = Ar+Ayi ， 试 
证 lim 地 不 存在 . 
z 


证 为 了 证 明 Ji 了 2 一 一 2) 不 存在 ， 只 须 这 到 两 条 路 径 ， 使 A 在 其 上 趋 于 0 
Az)-Rea Ax 
Az Ax+ Ayi 
所 以 ， 当 A 在 过 的 平行 虚 轴 的 直线 上 趋 于 0( 即 Ax=0,Ay 一 0) 时 ， 有 
fst Me)- fen) ,0 
Az 
而 当 Az 在 过 2 的 平行 实 轴 的 直线 上 趋 于 0( 即 Ax 一 0,Ay=0) 时 ， 有 


fl +h)- f(a) ,1 
Az 


时 所 得 的 极限 值 不 同 即 可 ， 因 人 + A Re 


故 lim 丈 a+ AD 一 aa) 不 存在 . 


0 Az 
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【 例 1.14】 设 f(z)=z*,ze 复 平面 ,对 复 平面 上 任意 的 点 ma ， 试 证 
fim {+ -fo0) 


lim A be 
证 因 
f(zo+ AM)- f(z0) _ (z+As) -20 i 
As Az 
所 以 ， 
fim /0) 2 


0 Az 
为 便于 在 扩充 复 平面 上 考虑 极限 ， 引 入 下 面 的 定义 ， 
定义 1.6 设 有 陨 数 f(z),zeG， 为 G 的 察 点 ， 车 存在 复数 4， 对 任意 的 as>0， 总 
存在 p>0， 使 得 当 zeG 且 |z|> p 时 ， 有 
|fG@)-4Al<e 
则 称 了 f(z) 当 z 在 G 中 趋 于 w 时 有 极限 4， 记 作 
lim f(z)=4 或 f(z2) 二 A(z 二 ,zeG) 


(zeG) 
1.4.3 复 变 函数 的 连续 性 
定义 1.7 设 w=f(z)， zeG,z 为 G 的 聚 点 且 z。eG， 若 


lim f(2)= f(z0) 
) 
则 称 f(z) 在 点 连续 ， 若 f(z) 在 G 中 每 一 点 都 连续 ， 则 称 f(z) 在 G 连续 . 
与 高 等 数学 中 的 一 元 连续 函数 一 样 ， 由 连续 的 定义 可 类 似 地 获得 以 下 结论 : 
若 f(s) 与 8(2) 均 在 点 连续 , 则 f(z)+ gs) f(z). g(2) 和 了 加 (eG)< 0 在 点 连续 . 


函数 f(z)=w(x,y)+ v(x,3 站 在 点 a 
时 在 点 Ca 加) 连续 . 

车 函数 /(z) 在 有 界 闭 区 域 刀 上 连续 ， 则 

(DA(2) 在 万 上 为 有 界 函数 

0@)|f(z)| 在 万 上 能 取 到 最 大 值 与 最 小 值 ， 即 有 a,z, 万 ， 使 得 对 任意 的 ze 万 ， 有 

[FesI esl,) 

(3) f(z) 企 轧 上 一 至 连续 ， 即 对 任意 的 a>0 ， 总 存在 5>0， 使 得 当 |3 -zs|<5 

(zz e 万 时， 有 


为 + yoi 连续 的 充分 必要 条 件 是 ux,y) 与 Xx,y) 同 


[f(a)- fl<e 


"1l6* 
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由 上 述 结论 可 以 推 得 多 项 式 函 数 在 复 平面 内 是 连续 的 ， 有 理 函 数 当 分 母 不 为 零 时 在 复 
平面 内 也 都 是 连续 的 . 


1.5 习 是 
下 列 复数 的 实 部 与 虑 部 、 共 斩 复 数 、 模 与 辐 角 : 
i 
Et Ve -D， 


3) + ti 
1+VaiY] 
9 
2. 将 下 列 复数 化 为 三 角 式 与 指数 式 : 
(D3i: 
D3: 
(1+ Vi: 
2i 
本 机 
。 求 下 列 各 式 的 值 ; 
DA 
OY: 
OW: 
(WEL+I 
4. 求 方程 2+ a =0Ca 是 正 实数 ) 的 根 . 
5. 一 个 复数 乘 以 -i ， 它 的 模 与 辐 角 有 何 改变 ? 
6. 老 复 数 x+ 下 是 实 系数 方程 


(9) 


四 


了 二 2 一 0 


的 根 ， 则 a- 抽 也 是 该 方程 的 根 . 
7. 一 个 复数 乘 以 1 ， 它 的 模 与 辐 角 有 何 改变 ? 
8. 已 知 两 点 3 与 2 ， 问 下 列 各 点 位 于 何 处 ? 


(D2=ha + Na: 
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11. 


1 
Wp +2). 


(DA+2Dr+G-5D)y=1-—31; 

(OTC 全 一 1SCc1yN ls 
i 

BG)x+tiy=Vatip. 


将 下 列 方程 (1 为 
(Dz=tQL+i; 


数 ) 给 出 的 曲线 用 一 个 实 直角 坐标 系 方程 给 出 . 


(2)z= ace +bei 


Gt 
二 


(Wz=P+. 


12， 指 出 下 列 各 三 中 z 的 轨迹 或 所 在 的 范围 ， 并 作 图 . 


(1D)Re(s +2)=-1; 
[2 
G) 


CDReGz)=3; 


2 一 


n 
5 -iD= 一 : 
argls -i)=7 
(6)|z+3 引 +|z+]=43 
DO<argz<n: 


之 1, 


13。 撕 出 下 列 不 等 式 所 确定 的 区 域 ， 并 说 明 其 区 域 的 开 财 性 、 有 界 性 、 连 通 性 . 


(DO<Rez<1: 
Dl -> 4: 


z-i_n 
一 < 一 ; 
4 


G)- 了 < arg 
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(1<|:-3 引 <2: 
(lz -1|< 4 +ll: 


(OM1<argz <1+7n: 


Dl -2-|z+2|>1: 


14. 试 求 : 


15. 求 下 列 函 数 的 定义 域 ， 并 判断 这 些 函 数 在 定义 域内 是 否 为 连续 函数 . 


Ww || 
2 
ee 
(z+2)° +1 


16. 设 DAES 了 


(Wf) = #0): 


加 
87e- 窜 : 
试 证 ， 当 z 瑟 0 时 ，f(z) 的 极限 不 存在 . 
17. 试 证 函数 f(z)=z 在 Z 平面 上 处 处 连续 . 
18. 试 证 arg z(-x<argz 所 7) 在 负 实 轴 上 (包括 原点 不 连续 , 除 此 而 外 在 Z 平 面 上 处 处 连续 . 
19. 设 函 数 /2z) 在 点 2 处 连续 ， 且 f(z) 0， 证 明 存在 z 的 邻 域 使 f(z)#0. 
20， 如 果 函 数 f(z) 在 点 处 连续 ， 证 明 f(z),|/(z]| 在 处 连续 , 
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[RS 
教学 提示 : 解析 了 另 就 是 复 变 蝇 浆 研 究 的 主要 对 象 ， 它 是 一 类 具有 某 种 特性 的 可 微 函 元 . 
这 一 章 ， 首 先 引入 判断 函数 可 微 和 解析 的 条 件 一 一 柯 西 - 煞 曼 条 件 ; 其 次 ， 将 在 实数 域 上 热 
知 的 初等 函数 推广 到 复数 域 上 来 ， 并 研究 其 性 质 . 
示 : 本 章 主 要 介绍 复 变 函数 的 导数 与 解析 函数 的 概念 和 性 质 . 通过 本 章 的 学 习 使 
的 导数 及 复 变 函数 解析 的 概念 ， 掌 握 复 变 函数 解析 的 充 要 条 件 ， 
了 解 解析 函数 与 调和 函数 的 关系 握 由 己 知 的 调和 函数 构造 解 
法 ; 记 住 自 变 量 为 复数 的 初等 函数 的 定义 以 及 它们 的 一 些 主要 性 质 . 


2.1 复 变 函数 的 导数 


2.1.1 复 变 函 数 的 导数 


观察 例 1.14 可 以 发 现 ， 对 给 定 的 函数 /(z)=z :z 属于 复 平面 而 言 ， 极 限 
im /+ A) f(s) 
0 Nz 
对 于 该 函数 的 定义 域 中 的 每 一 点 都 存在 而 对 函数 f(z)= Rez,z 属于 复 平面 而 言 ， 情 况 却 
不 是 这 样 ( 见 例 1.13)， 因 此 ， 自 然 会 想 ， 可 否 将 使 这 种 特殊 类 型 的 极限 
lim +t) /0) 
QC 
Er) Az 
存在 的 函数 w= f(z) 从 复 变 函数 中 挑选 出 来 研究 昵 ? 如 果 这 么 做 ， 那 么 ， 不 久 将 会 看 到 , 
从 复 变 函数 中 挑选 出 来 的 这 类 函数 就 是 本 课程 研究 的 主要 对 象 一 解析 函数 . 
为 方 使 起 见 ， 把 函数 w= f(z) 在 其 定义 域 中 处 极限 
jn + A) 


0 Az 


存在 的 情形 先 作 个 介绍 ， 然 后 ， 再 讨论 这 种 类 型 的 极限 对 函数 定义 域 中 每 一 点 都 存在 的 
情况 . 
定义 2.1 设 函 数 w= f(z) 定 义 在 区 域 D 内 ，s。eD,(z,+Az)eD， 阁 
了 f(z +Az)—f(20) 
im -一 一 


0 Az 


存在 ， 则 称 此 极限 为 函数 w= f(z) 在 点 z 的 导数 ， 记 作 f(z,)， 即 
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A 


2 


T(z0) = lim (2.1) 
此 时 ， 称 函数 w = f(z) 在 点 z6 可 导 ， 否 则 ， 称 函数 w= f(z) 在 点 不 可 导 . 
由 定义 可 知 ， 导 数 f'(z,) 是 一 种 极限 ， 因 此 ， 


lim Za 2 f(z0) 


的 存在 ， 要 求 As >0 时 的 路 径 是 任意 的 。 这 点 要 特别 注意 ， 册 此 就 不 难 理解 ， 即 使 Az 在 
从 虚 避 发 出 的 各 条 英 线 上 趋 于 0 时， 天 名 + 生 /52 部 起 于 同一 个 数 ， 也 不 足以 说 明 本 
数 w= f(z) 在 点 己 可 导 ， 因 为 射线 只 是 一 种 特殊 的 路 径 。 

不 仅 如 此 ， 导 数 六 3 ) 还 是 一 种 特殊 类 型 ( 差 商 ) 的 极限 ， 这 与 高 等 数学 中 了 '(%) 的 定义 
是 一 样 的 由 于 (zi) 是 一 种 极限 ， 所 以 ， 将 极限 的 有 关 理 论 应 用 于 /za) 上 便 可 获得 关 
于 /1(z,) 的 一 些 相应 结果 ， 如 导 函数 的 概念、 导数 的 四 则 运算 法 则 、 反 函数 与 复 台 函数 的 
求 导 法 则 及 求 导 公式 等 

同 高 等 数学 一 样 ， 也 可 用 六 | 。 来 讯 式 (QD) 的 大 端 ， 用 im 乱 或 jim 六 或 


ta 了 人 0) 来 记 式 CA1) 的 右 滴 . 


30 


. ”的 关系 也 与 高 等 数学 一 样 ， 若 函数 w= f(z) 在 点 3 可 导 ， 
则 w 续 . 反之 ， 则 未 必 . 
【 例 2.1】 试 证 函数 f(z)=z"(n 为 自然 数 ) 在 复 平面 上 处 处 可 导 ， 且 f(z)= me . 
证 用 定义 来 证 明 . 
对 于 复 平面 上 的 任意 一 点 > ， 由 导数 定义 有 
in Kez+Az)- Fs) jm +A 一 玫 


全 -0 A 0 Az 
1 Rnd) ca A zy 
-四 | 7 Az+:--+ (Az) | 
= 


于 是 ，f(z)=2” 在 点 z 的 导数 存在 且 等 于 nz 所 . 由 点 z 在 复 平面 上 的 任意 性 ， 证 得 


了 (z)=z" 在 复 平面 上 处 处 可 导 . 
【 例 2.2】 设 fz)=zRez 定义 在 复 半身 上 ， 试 证 f(z) 在 复 六 血 上 仅 在 原点 可 导 . 


证 用 定义 来 证 明 . 
车 z=0， 则 因 


f(0)= tim Yin A AO) 
B30 Az -0 2 

jim AReCAz) 
A 


0 


lim Re(As)=0 
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所 以 ，f(z) 在 点 z=0 可 导 . 


若 zz0， 则 有 
[z+A5)- 1(2) _ CC+Az)Re(z+Az) 一 2Rez 


Az Az 
Ree A Ros not ey 
Az 
令 Az=Ax+Ayi， 于 是 有 
FA Ae Ay 


Az Ar+ANi 
由 于 上 式 当 Az 在 过 点 = 平行 于 虚 轴 的 直线 上 趋 于 0 ( 即 Ac=0， Ay 一 0 ) 时 ， 其 极限 为 x， 


而 当 Az 在 过 点 平行 于 实 轴 的 直线 上 趋 于 0 ( 即 Ax 一 0， A=0) 时 ,其 疏 限 为 ?+x， 所 以 ， 
当 z#0 时 ， 

tim /+ AD- /C7) 

2 有 


不 存在 ， 故 f(z)=zRez 在 点 zz#0 处 不 可 导 . 
综 上 所 述 ， 函 数 /(z)=zRez 于 复 平 面 上 仅 在 点 z= 0 处 可 导 . 
类 似 地 ， 可 证 得 函数 f(z) = 三 在 复 平面 上 处 处 不 可 导 . 


2.1.2 复 变 也 数 的 敬 分 
同 导 数 一 样 ， 复 变 函 数 的 微分 概念 在 形式 上 与 高 等 数学 中 微分 概念 也 完全 相同 . 
事实 上 ， 若 函数 w= f(z) 在 点 z 可 导 ， 则 有 


pe. me, 


于 是 有 


记 - ra+ oz 
Az 


由 此 得 
Amw= (zlAz111Az，77 > 0(As > 0) 
与 高 等 数学 一 样 ， 称 /(z)Az 为 函数 w=fz) 在 点 z 的 微分 ， 记 作 
dw= f(z)Az 或 gf = f(z)Az 
着 w= f(z)=z， 则 dz=1.Az ， 于 是 ， 函 数 w=Rz) 在 点 z 的 微分 又 可 写成 
dw= 广 (2)dz 或 qf = f(z)dz 
由 此 得 


,22 。 


23 - 


至 此 
解释 与 


获得 关于 导 函 数 的 另 一 解释 ， 导 函数 等 于 函数 的 微分 与 自 变 量 的 微分 之 比 -. 此 
高 等 数学 中 关于 “ co) ”的 解释 一 样 . 
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2.2.1 解析 函数 概念 


观察 例 2.1 与 例 2.2 会 发 现 ， 在 复 变 函数 中 ， 有 一 类 函数 具有 如 下 特征 ; 函数 fz) 不仅 
在 点 a 可 导 ， 而 且 在 点 a 的 菜 个 邻 域 U(a,R) 内 处 处 可 导 . 由 此 可 以 将 具有 此 特征 的 函数 从 
复 变 函 数 中 的 可 导 函 数 类 中 分 离 出 来 研究 . 

定义 2.2 设 函 数 w= 7z) 定义 在 区 域 忆 内 ，z 为 刀 内 某 一 点 ， 若 存在 一 个 邻 域 
U(z0,P)， 使 得 函数 f(z) 在 该 邻 域内 处 处 可 导 , 则 称 函 数 f(z) 在 点 2 解析 . 此 时 称 点 2 为 
函数 的 解析 点 . 若 函 数 f(z) 在 点 不 解析 ， 则 称 2 为 函数 7z) 的 奇 点 . 

若 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 每 一 点 部 解析 ， 则 称 函 数 f(z) 在 区 域 D 内 解析 .此 时 ， 也 称 
函数 f(z) 在 区 域 D 内 是 解析 的 ，f(z) 为 区 域 DD 内 的 解析 函数 ， 区 域 D 又 称 为 函数 f(z) 的 
解析 区 域 或 解析 域 . 

解析 与 可 导 的 关系 函数 在 一 点 解析 与 函数 在 该 点 可 导 不 是 一 回 事 ， 函 数 在 一 个 区 域 
内 解析 与 该 函数 在 这 个 区 域内 处 处 可 导 则 等 价 . 

由 例 21 知 , 函数 f(z)=z" 在 复 平面 解析 ; 由 例 2.2 知 , 函数 f(z)=zRez 在 点 z=0 不 
解析 ， 即 点 z=0 为 函数 f(z)=zRez 的 奇 点 . 

由 于 “解析 ”是 用 “可 导 ” 定 义 的 ， 而 “可 导 ” 是 一 种 特殊 类 型 的 极限 ， 所 以 ， 与 高 
等 数学 一 样 ， 可 得 列 解 析 函 数 的 四 则 弃 算 法 则 、 复 全 函数 求 导 法 则 及 反 隙 数 求 导 法 则 . 


2.2.2 ， 柯 西 - 黎 曼 条 件 (C.-R. 条 件 ) 


已 知 函数 六 2)= 22.8(2)= 41 在 复 平面 是 解析 的 ， 着 令 z- x+ 中 ， (=ati， 
g()= 太 + 瞳 ， 锥 过 计算 怨 , 怨 , 匀 , 怨 发现 这 隐 个 明 数 均 有 
Ea 
A i 
ee Go 
Eo 


Oe 

Ba Wo ar 
由 此 自然 会 问 : 式 (2.2) 的 成 立 对 于 解析 函数 来 说 是 否 是 一 种 必然 规律 呢 ? 
定理 21 对 上 述 问 题 作 了 肯定 的 回答 . 
为 方便 起 见 ， 对 于 二 元 实 值 函数 g(x,y) ， 引 入 下 列 记号 : 


名 名 Fg Fg Og 


EA 


2 
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定理 2.1 阁 水 数 (z)=u(x,y)+ v(x, yi 定义 在 区 域 D 内 ， 则 函数 六 z) 在 区 域 忆 内 为 
解析 函数 的 充分 必要 条 件 是 : 

(Du% 力 与 vx, 力 在 局 内 可 微 ; 

(Ot = ws = 一 在 DD 内 成 立 . 


Af =Au+ Avi, f(z)=a+tbi 
因 f(z) 在 DD 内 解析 ， 所 以 ， 对 于 点 z 定 存在 了"(z)， 故 有 
Au+ Avi= f "(2)As + sA 
=(a+ biXAxt+ Ayi)+ sAz 
=(aAx— bAy) +i(pAx + aAy)+ sAz,s > D(As = 0) 
从 而 有 
Au— aAx— bAy+ Re(sAz), Av=—bAx+aAy+Im(sAs) 
而 Re(sAz) 与 Im(shz) 均 是 |Ad|= VAx) + (Ap 的 高 阶 无 穷 小 ( 令 e= 5 + si， 
[Re(eas) _ 
a 


BAxr—sAy BAx SAy 
NO (| NY sy Mao rm 
vx, 力 在 点 (x,y) 可 微 的 定义 知道 ， x(x,y) 与 wx,) 在 点 (x,y) 可 微 , 再 由 z= x+ 站 在 九 内 
的 任意 性 ， 便 得 到 条 件 (1). 

另外 ， 由 于 函数 六 2z) 在 忆 内 解析 ， 所 以 ， 对 九 内 任意 


中 


| )， 故 由 w(x,y) 与 


点 2， 有 


f=lim 
S29 Ax + iAy 


一 定 存在 ， 于 是 ， 当 Ay=0,Ax 一 0 时 ,得 /1(z)=u +iv。 
当 Ar=0,Ay 二 0 时 ， 得 /2)=v, iw, 
比较 两 式 得 u, = wy: = ， 即 获得 条 件 (2). 
由 点 z 在 DD 内 的 任意 性 得 到 必要 性 的 证 明 . 
充分 性 
设 点 = 为 刀 内 任意 一 点 . 由 条 件 (1) 得 


Au=W Nt Ap+a, Av=vArty,Ay+e 
其 中 ， 


Jy >»0( Vy 1 (Ay) ， 0).7-12 
本 


记 妈 -= ww =b， 由 条件 (2) 得 
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Af = M+ iAy 
=(aAx—bAy)+i(bAx+aAy)+(s +is,) 
=(a+ibpXAx+iAy)+a +is, 


十 是 好 =-a+ 这 + 号 二 
因为 全 0(Az 一 0) 
所 以 > a+ip 


即 函数 f(z) 在 点 z 可 导 . 由 点 = 在 刀 内 的 任意 性 得 知 函 数 f(z) 在 内 是 解析 函数 , 这 便 得 


充分 性 . 
综 上 所 述 ， 定 理 获 证 . 
条 件 (2) 常 称 为 柯 西 - 歼 曼 条 件 (C.-R. 条 件 ). 
从 定理 2.1， 可 以 有 下 面 几 点 收获 : 
名 定理 2.1 给 出 了 解析 函数 的 充分 必要 条 件 . 


加 解 术 函数 的 实 部 与 虚 部 受到 | 分 苛刻 的 限制 , 这 些 限制 深刻 地 揭示 了 解析 函数 在 “ 结 


构 ” 上 的 特征 . 
加 提供 了 识别 解析 函数 的 一 种 方法 . 


加 提供 了 一 种 利用 专 ,twysrv,sv, 计算 f(z) 的 方法 ; 若 f(z)=wx,y)+iv(x,y) 在 点 


z=xX+ 让 可 导 ， 则 
f(D) = +iy, 
=u, —iu, 
= +iv, 
= —iu, 


在 承认 第 4 章 有 关 结 论 的 前 提 下 ， 定 理 2.1 可 以 表述 成 : 


(2.3) 


定理 2.2 着 函 数 /(z)=u(x,y)+ vw, 定义 在 区 域 马 内 ， 则 f(z) 在 DD 内 为 解析 函数 


的 充分 必要 条 件 是 : 
(Du, ;在 DD 内 连续 . 
(Da =», 世 = 在 DD 内 成 立 . 

【 例 2.3】 试 证 函数 f(z)=z +z* +1 在 复 平面 解析 . 
让 方法 1 令 f(z)=u+iyv，z=x+ 孙 得 


DE 
v=30p- +2ry 
利用 定理 2.2 即 可 证 得 f(z) 在 复 平面 解析 . 
方法 2 利用 解析 函数 的 运算 法 则 即 可 证 得 f(z) 在 复 平面 解析 . 
【 例 2.4】 设 函 数 f(z) 在 区 域内 解析 ， 试 证 (1) 与 (2) 等 价 . 
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(Df(z) 在 DD 内 为 常数 
2) 函数 f(z) 在 口内 解析 . 

证 (0 一 O) 

因 /rz) 为 常数 ， 所 以 ，J(z) 在 刀 内 也 为 常数 ， 于 是 ， jz) 在 媚 内 解析 ， 即 推 得 (2). 

= 


囊 

f=utiy 
则 

f(D =u-iy 


因 _f(z) 在 DD 内 解析 ， 所 以 ， 有 w=,st = 一? 
又 因 /(3) 在 DD 内 解析 ， 所 以 ， 有 ww = -wy :区 = 六 
由 上 两 式 得 


二 Dy 

从 而 得 4 与» 均 为 常数 ， 于 是 可 知 f(z) 也 为 常数 ， 即 推 得 (1). 

综 二 所 述 ，(1) 与 (2) 是 等 价 的 . 

当 上 大 (3) 在 忆 内 解析 时 ， 下 列 命题 是 等 价 的 ; 

OD f(z) 为 常数 ， 回 f(z)=0: 国 |Fz]| 为 常数 ， 轩 Fa) 为 常数 ， 回 Re 7(z) 为 常数 ; 
@@Im f(z) 为 常数 . 
这 些 留 做 习题 ， 大 家 试 证 一 下 . 
2.2.3 调和 函数 

观察 例 2.4 及 其 他 解析 函数 的 实 部 z 与 虚 部 * 后 发 现 : “与 * 均 满足 拉 普 拉 斯 方程 

dy 


这 是 一 种 偶然 的 现象 ， 还 是 一 种 必然 的 规律 呢 ? 
定义 2.3 设 二 元 实 函数 g(x,y) 定义 在 区 域 DD 内 ， 若 g(x,y) 在 D 内 县 有 连续 的 二 阶 偏 


导数 ， 且 满足 拉 普 拉 斯 方程 


Butgr™=0 

则 称 g(x, 人 为 乙 内 的 调和 函数 . 

在 承认 第 4 章 的 结论 (区 域 忆 内 的 解析 函数 具有 各 阶 导数 ) 的 前 提 下 ， 有 

定理 2.3 设 头 2)=a+iy， 痢 所 2) 在 区 懂 忆 内 解 忻 ， 则 xz 与 y 均 为 乙 内 的 调和 函数 ， 

定义 2.4 者 在 区 域 局 内 ，x 与 均 为 调和 函数 ， 且 满足 C.-R. 条 件 : 

Wh 

则 称 * 为 z 的 共 罗 调 和 函数 ， 

由 此 可 知 ， 若 函数 f(z) 在 区 域 D 内 为 解析 函数 ， 则 Im f(z) 为 Re 了 (z) 的 共 生 调 和 函 
数 . 反 过 来 ， 设 f(z)=u+iv， 关 在 区 域 D 内 v 为 w 的 共 轿 调和 函数 ， 则 函数 ,Az) 在 忆 内 
为 解析 函数 . 
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名 当 * 为 & 的 共 所 调和 函数 时 ，F(z)=x+iy 是 解析 的 ; 四 x+iy 一 般 不 解析 ， 
如 zk=yv=u+si= 匹 不 解析 ,但 xz 是 * 的 共 因 调 和 函数 . 即 这 里 的 共 罗 概念 不 具有 对 称 性 . 
定理 2.4 设 xwzx: 切 在 区 域 乙 内 为 调和 函数 ， 则 存在 由 公式 


vp) = | de tidy + (2.4) 
(om) 


确定 的 函数 v(x, y) ， 使 得 函数 f(z2)=w+iy 在 区 域 马 内 解析 . 其中， 点 (x, 力 为 马 内 的 
动 点 ， 加 ;加 ) 为 口内 一 定点 ，C 为 常数 ，( 证 明 略 ) 
由 共 胃 调 和 函数 与 解析 函数 的 关系 ， 也 可 以 根据 给 定 的 二 元 实 函 数 来 构 阁 解 析 函 数 ， 


【 例 2.5】 已 知 xs 吃 = 冯 二 六 +ay ， 试 求解 机 函数 f(z)=(x 力 +ivG6 几 )。 
解 方法 1 因为 u(x,y)=x? 一 六 +xy 在 复 平面 上 为 一 
调和 函数 ， 所 以 ， 由 式 (2.3) 得 
wD= dtdy tC 


00) 


=| C7 2 det (2x+ ytC 


{0.0) 
取 积 分 路 径 如 下 ( 见 图 2.1); 先 沿 实 轴 从 原点 到 点 (x,0)， 
后 从 点 (x,0) 沿 六 行 十 庶 轴 的 直线 虽 点 (x,y) .十 是 有 


v6))= J (2y— det Qet dy+ for d+ (rt pdy+C 
, Et (C 为 任意 常数 ) 
= 上 —xdx+ 了 (2x+ D+C=-T+7+ 2xy+C 
从 而 得 
Ff)=u%, +iv(y, ») 


=(2 ai- 


2 Jj 
= (x y+ ie 了 Ce +i2ry— py )+iC 
=(x+iy) -ti +iC 


2 二 1 
= 一 -2+icC 
3 


经 验证 ， f(z) 即 为 所 求 . 
方法 2( 偏 积分 法 ) 依 C.-R. 条 件 有 : 2y-x=-u, =» 


于 是 
= 2y-x)dr 
2 
=2xy -+ 2(7) 
由 此 得 
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也 =2r+g 0) 


=2x+y 
2 
从 而 有 ”g(y)= 沁 - 
2 

所 以 "=29 -+ (C 为 任意 常数 


改 得 J = +iC 


经 验证 ， 所 得 了 (z) 即 为 所 求 . 
方法 3 (不 定 积分 法 ) 由 于 要 求 f(z)=u+ ip 为 解析 函数 ， 所 以 ， 有 


(= 站 二 这 


= —iw, 
=(2-iz 
另外 ， 又 因 
2 
M2) = 
满足 


[f(z)— AM =0 


所 以 ， 由 本 章 习 题 可 得 
f(z) Az)=C(C 为 任意 常数 ) 


从 而 得 
(2)= +iC (C 为 任意 常数 ) 
经 验证 ， 所 得 f(z) 即 为 所 求 . 
2.3 初等 函数 


2.3.1 ” 客 函 数 与 根 式 函 数 
从 习 商 等 才学 所 获得 的 知识 ， 全 放生 和 将 实 变量 的 初等 函数 推广 到 复数 域 ， 然 后 


定义 2.5 设 z=x+iy， i 整数 ， 称 


w= 2" 
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为 宕 函数 . 
由 解析 函数 的 运算 法 则 可 推 得 寡 函 数 在 复 平面 是 解析 函数 , 其 导数 可 由 导数 定义 推出 : 
CD =m" 
这 个 结果 与 在 高 等 数学 中 的 (w) = mac 一 样 . 
定义 2.6 设 z=ree(#0)， 黎 满足 
w" =z(n 为 不 小 于 2 的 正 整数 ) 
的 w 为 > 的 2 次 根 式 函数 .或 简称 根 式 函数 ， 记 作 
j= 
(D 根 式 函 煞 为 多 信函 数 ， 它 不 是 解析 函数 ， 
事实 上 ， 由 第 1 章 复数 的 次 方 根 知 ， 对 于 每 一 个 确定 的 2 =re*(e 0) ， 都 有 个 不 同 
的 w 与 之 对 应 ， 即 有 


Wi=Are ” (25) 
+2(n -ln 
Wise “ 


因为 根 式 函数 是 多 值 函数 ， 所 以 ， 它 不 是 解析 函数 . 

(2) 根 式 范 3 了 负 实 轴 韵 开 的 复 平 面 上 可 分 出 ”个 单 值 函数 . 

对 于 确定 的 > ， 因 Argz 是 多 值 的 ， 所 以 ， 式 (2.5) 中 的 每 个 函数 w (k=0,1,… 
非 单 值 函数 . 即 每 个 wi 为 多 值 函数 的 原因 是 Argz 为 多 值 函数 ， 亦 即 对 于 确定 
有 无 穷 多 个 ， 

因此 ,为 使 w, 成 为 单 值 函数 , 只 须 设 法 使 得 对 于 确定 的 > ,其 辐 角 只 能 取 一 个 值 即 可 .为 
此 ， 先 来 看 一 下 使 Argz 为 多 值 的 原因 对 于 确定 的 za ， 老 设 argzm = 名 ， 则 Argz 可取 
名 ， 久 二 2r， 负 土 4f，… 这 些 值 ， 而 能 取 久 以 外 的 那些 值 即 取 久 二 2r， 色 十 4r,， … 这 些 值 
的 原因 是 ， 在 复 平 商 上 存在 一 条 从 z 出 发 绕 z=0 动 一 周 后 又 能 回 到 2 的 简单 闭 曲 
线 . 因此 ， 为 使 argz 取 不 到 +2x， 妨 +4n，… 这 些 值 ， 只 须 将 复 平面 从 原点 z=0 起 沿 
负 实 轴 剪 开 即 可 

至 此 ， 根 式 函数 w=4/z 在 从 原点 z=0 沿 负 实 轴 章 开 的 复 平面 上 可 分 出 个 单 值 函 数 
《〈 见 式 (2.5))。 称 其 中 的 每 一 个 函数 为 根 式 函数 的 一 个 单 值 去 .或 简称 一 个 志 - 特别 地 称 
其 中 的 w 为 主 值 支 ， 或 主 支 ， 称 w 为 第 大 支 . 

用 来 前 开 复 平 面 ， 从 而 使 多 值 函数 能 分 出 单 值 支 的 害 线 (或 割 痕 ) 称 为 该 多 值 函 数 的 支 
割 线 . 

由 此 可 知 ， 复 平面 上 从 原点 起 始 的 负 实 轴 便 是 函数 w = 的 支 割 线 . 同 时， 由 支 割 线 
所 起 的 作用 可 知 ， 在 扩充 复 平面 上 ， 任 意 一 条 从 原点 起 始 伸 向 无 穷 远 点 的 射线 都 是 的 支 割 
线 . 不 仅 如 此 ， 更 一 般 地 是 ， 在 扩充 复 平面 上 ， 任 意 一 条 从 原点 起 始 并 伸 向 无 穷 远 点 的 曲 
线 都 是 w-4/z 的 支 制 线 . 


本 
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由 此 可 见 ， 对 ws 请 而 言 ， 其 支 鹿 线 不 是 唯一 的 ， 而 且 支 割 线 的 形状 可 以 是 多 种 多 样 
的 .为 确定 起 见 ， 通 常 只 选 从 原点 起 始 的 负 实 负 为 函数 ww= As 万 的 支 记 线 

为 便于 计算 w= 的 单 值 支 在 支 割 线 上 的 值 ， 约 定 ， 支 刘 线 分 成 了 上 岸 与 下 岸 ， 将 位 
于 上 岸 的 点 的 辐 角 视 为 本， 将 位 于 下 岸 的 点 的 令 角 视 为 . 

例如 , 对 于 根 式 函数 的 主 值 支 二 = Fe , 关 将 点 = -1 视 为 上 岸 的 点 时 , 则 在 点 z=1 
的 值 为 e* ， 老 将 点 2=1 视 为 下 岸 的 点 时 ， 则 wi, 在 点 =1 的 信 为 6 . 

最 地 ， 对 位 于 支 害 线 上 岸 的 点 2=x*， 澡 在 该 点 的 值 为 Ke” ， 对 位 于 支 捉 线 下 岸 的 
点 ==x ， 册 在 该 点 的 值 为 Se 了 ， 由 此 可 知 ， 当 点 从 负 实 轴 上 方 趋 于 点 =x 时 的 极限 
与 当 : 从 负 实 铀 下 方 趋 于 点 =x 时 的 极限 是 不 同 的 。 因 此 ，w 在 支 市 线 上 是 不 连续 的 . 

仿 此 有 : 函数 w=4 记 的 每 个 单 值 支 在 支 制 线 上 都 是 不 连续 的 但是， 它们 在 沿 支 制 
线 净 并 的 复 平面 上 都 是 连续 的 

G) 根 式 函数 w= 万 的 每 个 音信 支 在 从 原点 起 始 沿 旬 实 轴 前 开 的 复 平面 上 为 解析 函数 
2.3.2 ”指数 函数 与 对 数 函 数 

定义 2.7 设 z=x+i， 黎 


exp(2)= er(cos ?+isin (2.6) 
为 指数 函数 ， 其 等 式 右 庙 中 的 。 为 自然 对 数 的 底 ， 即 e= 2.71828… . 
为 方便 起 见 ， 约 定 ， 在 无 特殊 声明 时 ，e’ 即 表示 exp(z) - 
指数 函数 的 性 质 
(1X 加 法 定理 ) 对 任 个 复数 五 = 五 + 冰 与 二 = 为 + 这 ， 有 时 .6e 一 的 二 
(De 在 复 平面 上 为 解析 函数 ， 且 有 (er) = ec 
(3) 对 任意 复数 2==x+iy， 有 
” ,Argz=yp+2kn (keEZ) 


Ee 
(4)e 内 以 2kni(k EZD) 为 周期 . 
关于 周期 , 约定 ; 设 函 数 /(z) 定义 在 点 集 瑟 上 , 若 存 在 复 常数 +, 使 得 对 任意 的 zeE， 
均 有 (z+r)eE， 且 满足 


flz+7)=f(7) 
则 称 头 2 为 巨 上 的 周期 函数 ， 称 为 函数 /2) 的 周期 . 
所 只 以 2mi( 天 所 如 为 周期 ， 事 实 上 ， 若 设 1=w+ Pi 为 e 的 周期 则 有 Ee = 号 


即 ee -D=0 
亦 即 oe =e (cosp+isinf)=1 
从 而 

ex cosP=1, esinPp=0 


由 第 二 式 得 sin B=0 ， 这 只 能 是 A=nn(nEZ). 将 B=mr 代 入 第 一 式 得 C1)'e" =1， 由 此 
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知 n 必 为 且 c=0. 若 用 2k(k EZ) 表 示 侦 数 n， 则 知 e 仅 以 2kni(k EZD) 为 周期 . 
(5)e* =ea 的 充分 必要 条 件 是 


事实 上 ， 若 3 =%+ 识 ， 有 = 


即 


ere = cacm 


成 立 的 充分 必要 条 件 是 
所 = 六 且 及 -号 =2kr (KED 
亦 即 
2 -72=2kni(k ED 

(0) lime’ 不 存在 ，( 即 无 意义 ) 
， 当 z 沿 正 实 轴 趋 于 无 穷 远 点 时 (y=0,x 坟 +)，@ 二 +， 当 z 沿 负 实 轴 趋 
于 无 穷 远 点 时 (y=0,x 玉 -~m)，c* 一 0， 故 lime 不 存在 . 

(四 设 z=x+iy， 着 y=0， 则 e?*=e*; 老 x=0， 则 


cosy+tisiny 


这 便 是 欧 拉 公式 ， 

由 上 述 性 质 ,在 将 推广 到 e 后 ,函数 。 仍 保留 了 某 些 性 质 ( 如 指数 的 可 加 性 )， 同 时 
也 丢掉 了 某 些 性 质 (如 当 z 不 为 实数 ，e 不 再 具有 单调 性 )， 而 且 还 增添 了 某 些 性 质 (如 e* 具 
有 周期 ). 


【 例 2.6】 试 证 c* -= 二- 
和 i Oy 
oyrimy “~ Co Gm [eosCw) +isinC p=-e 


【 例 2.7】 计算 le"|，m 为 整数 . 
解 |e"|=|eosSm+isinSm|=Veos’ Sm+ sin’ Sm =1 
定义 2.8 设 zz 上 04c<o ， 称 满足 e* =z 的 w 为 z 的 对 数 函 数 ， 记 作 
w=Lnz 


有 了 定义 后 ， 自 然 要 考虑 如 何 计算 Lnz ? 
令 z=rei,z#0cow=M+ 记 由 定义 3.6 有 


eiv = poi? 
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从 而 有 u=Inr,v=0+2kr (KET) 
故 得 
w=Lnz 
=Inr+i(0+ 2kx) (FED) 
=In|z|+iArgz 


由 此 可 知 ， 对 于 每 一 个 2# 0, 吕 ， 有 无 穷 个 不 同 的 w， 即 有 


w, =In|z|+i(0+ 4kn) 
wm =In|z|+i(0+ 2kn) 
w=In|z|+i0 

wi =In|z|+i(O0 —2kx) 
ws =In|z|+i(0— 4kr) 


与 之 对 应 ， 因 此 ， 对 数 函 数 为 多 值 函 数 ， 从 而 ， 它 不 是 解析 函数 . 
【 例 2.8】 计算 Lad+5， 
解 
LnQ+i)=Inh+i+iArel +i) 
-Sm2+i (T+ 2) 5 
2 4 
【 例 2.9】 计算 Ln(-D). 
解 Ln(-D=In|-l|+iArg(-1) 
=(2k+Dni (KkED) 
例 2.9 揭示 了 实数 与 复数 的 对 数 问 的 重大 差别 . 
与 讨论 根 式 函数 的 思路 一 样 ， 从 以 下 三 方面 理解 对 数 函 数 . 
(1) 对 数 函 数 w= Lnz 在 复 平面 上 不 是 解析 函数 . 
(2) 对 数 函 数 w=Lnz 在 从 z=0 起 沿 负 剪 开 的 复 平面 上 可 分 出 无 穷 个 单 值 函 
称 其 中 的 每 一 个 函数 为 对 数 函 数 的 一 个 单 值 支 ， 或 简称 一 个 支 ， 特别 地 ， 称 wi 为 土 值 
支 ， 或 主 支 ， 称 w 为 第 上 支 . 
若 将 主 值 支 W 记 作 Inz， 则 


六 


w =Inz 
=In|s|+iargs 
由 此 ，Lnz 可 表示 成 
w=Lnz 


kEZ 
=Inz+2kni ( 
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这 种 表示 不 仅 提供 了 用 主 值 支 mn > 表示 Lnz 的 方法 ， 而 且 还 揭示 了 Lnz 与 Inz 的 差异 . 
称 点 z=0 为 对 数 函数 的 支点 ， 称 从 原点 起 始 的 负 实 轴 为 对 数 函数 的 支 齐 线 . 

(3) 对 数 函 数 的 每 一 个 单 值 支 在 党 从 原点 起 始 的 负 实 轴 草 天 的 复 平 面 上 是 解析 函数 . 
由 对 数 函 数 的 表示 式 可 得 


Ln(a 2)=Lnz+ILnzs 


=ILnza —Lnz, 


关于 上 式 ， 仍 按 第 1 章 中 关于 无 限 集合 相等 的 约定 来 理解 . 

例如 ， 关 于 第 一 个 等 式 应 理解 为 当 在 左 端 任 取 Ln(3 2) 中 的 某 个 值 4 时 ， 那 么 定 能 在 
右 端 从 Lns 中 取出 菜 个 值 @ 及 从 Lnz, 中 取出 某 个 值 a,， 使 得 4= w+ ， 并 且 ， 当 在 右 端 
从 Lna 中 任 取 某 个 四 及 从 Lnz 中 任 取 某 个 吧 时 ， 那 么 定 能 在 左 端 从 Ln(3a .2 ) 中 取出 某 个 
4， 使 得 4- w+ ， 


按 上 述 理解 ， 容 易 知 道 
Lnz+Lnz 关 2Lnz 


Lnz 一 Lnz 关 0 
Lnz # nLnz 


LnYz# lLnzn>LneD 
n 


2.3.3 二 角 函 数 与 反 二 角 函 数 
如 何 定义 复 变量 的 正弦 函数 和 余弦 耳 数 呢 ? 从 实 变量 的 正 、 会 弦 函 数 均 可 用 复 指 数 
表示 
te re 


sin y= - 
pA 21 


得 到 启示 ， 有 
定义 2.9 设 z 为 复数 ， 称 
kJ e+e 
2i 2 
分 别 为 : 的 正弦 函数 和 余弦 函数 ， 分 别 记 作 


定义 2.9 建立 了 复 变量 的 正弦 函数 及 余弦 函数 和 复 变量 的 指数 函数 之 间 的 联系 ， 这 种 
联系 在 实 变量 的 正弦 函数 (或 余弦 函数 ) 与 实 变量 的 指数 函数 之 问 是 不 存在 的 . 
下、 余弦 函 数 的 性 质 : 
e—e™ ee 


-一 与 co8z= 
2i 2 


在 复 平面 解析 ， 且 有 


(DD)sinz= 


(sinz) =cosz， (cosz) =-sinz 


33。 
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(人 2) 三 角 学 中 实 变量 的 三 角 函 数 间 的 已 知 公式 对 复 变量 的 三 角 函 数 仍然 有 效 
例如 ， 由 定义 2.9 可 推 得 


sin? 2+ cos’ 2=1 


s Z, + 008 21 sin 了 


os 二 Fsin 2 sin 2 


Cos(—2)= co0sz 
(3)eosz+isin z= ez ( 欧 拉 公式 普遍 成 立 ); 
(4)sinz 仅 在 z= 斌 处 为 零 ， cosz 仅 在 z= 了 + 坏处 为 和 ， 其 中 的 为 整数 ; 
事实 上 , sin z -0 的 充分 必要 条 件 是 ex =1, 由 此 可 得 z= 全 (为 整数 ), 仿 此 , 可 得 cosz 
仅 在 == 了 + 生 ( 上 为 整数 ] 处 为 零 


(5)sinz 与 cosz 均 以 2kx (为 整数 ) 为 周期 ; 
(@) 命 是 “ 若 z 为 复数 ， 则 |sinz| 所 Leosz| 所 1” 不 臭 ; 


(7)limsinz 与 lim cosz 均 不 存在 . 


【 例 2.10】 试 证 o* 一 1=2isinz. 


证 2ie”sinz=2ie 


【 例 2.11】 试 证 
.n+l A 
sin xcos Lx 
1+cosx+eos2r+…+cosm= 一 2 2 


和 
Sin 二 
;2 

证 方法 1 令 
人 4=1+ cosX+ GOS2K 十 -十 COSH 


B=sinx+sin2x+-…+ sin nx 


A+Bi=l+e” te +.+e” 


1 ei 


ET 
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n+l , n+l 
sin——x ‘a sin———* 
这 (errrisings) 
| cos ~x+isin—x 
一 交 2 2 2 
sin 二 sin 二 
2 2 
故 
及 n 
sin ic0sT 
1+ cosx 十 GoS 2 十 册 二 省 
sin 二 
» 
人 er 
方法 2 因为 osz= 一 一 
所 以 
1 Oe 
1+eosx+C0s2x+-…+ Cos = 一 一 十 全 了 
ee et +e"™) 
和 人 
_ le -1 = 
2 ee-l 
1 2isin 
2 ee 
2isin=:e 
Poe 1 
2isin -x 
2 
2isin* 2 
2 
nn 
sin 一 一 
n 
= COs—x 
上 2 
sin= 
2 
【 例 2.12】 计算 cosQ+ 由 的 值 . 
解 由 定义 得 
iD oi) 
ost = + leo)o01+il (eesini 
2 区 2 
其 他 复 变数 的 三 角 函 数 的 定义 如 下 : 
sinz S 1 
tanz= ， Cotz=— ， S207= ， C807 = 一 
wosz Siz Cosz Sinz 


反 三 角 函 数 作为 三 角 函 数 的 反 函 数 ， 定 义 如 下 : 
定义 2.10 ”如果 cosw=z， 则 w 称 为 z 的 反 余 弦 函 数 ， 记 为 arecosz ， 即 


A 
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将 2=cosw = 二 Ce” +e) 两 并 同 对 以 2o* 得 
co 2 +1=0 
函数 的 定义 即 得 


iw-Ln(=+ Y=-1) 


于 是 有 ee = z+Az2z-1， 再 由 对 


所 以 
areeoss =w=-iln (z+ Ya-1) 


用 同样 的 方法 可 以 定义 其 余 反 三 角 函 数 ， 下 面 仅 列 出 反正 弦 函 数 和 反正 切 函 数 ， 


ansinz= La(z + -7), arotana = SLn 
对 正切 与 余 切 函 数 、 反 正切 与 反 余 切 函数 的 计算 公式 可 依 申 
2.3.4 一 般 其 卫 数 与 一 般 指 数 函数 
定义 2.11 设 z#0, 吕 ，a 为 复数 ， 称 


i 


: 角 学 中 的 定理 类 推 . 


i ow ctprimzoamil (ED) 


故 了 为 单 值 函数 . 
定义 2.12 设 4z0,=，: 为 复数 ， 称 


为 一 般 指 数 函 数 ， 当 a>0 时 ， 规 定 a =e 
【 例 2.13】 计算 5 的 值 . 

解 5"'=el ms er [cos(ln 5)+isin(In 5)] 
【 例 2.14】 计算 的 值 . 

解 了 =o"= ilriasiratnm 二 ea (Fk ED) 


【 例 2.15】 试 角 方 程 Ihz+ i=2 . 


解 将 原 方程 变形 为 Inz 


a 
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由 对 数 函数 定义 得 
z-e eC 
2.3.5 双 曲 函数 与 反 双 曲 函 数 
定义 2.13 dz- oz = tc ， te， ethz -二 二 分 别称 为 复 杰 


量 > 的 双 昌 正弦 函 妾 . 观 曲 余弦 函 煞 、 双 则 正切 函数 及 双 遇 全 切 范 煞 
双 申 函数 与 三 角 函 数 之 间 有 下 列 关系 
shz =—isiniz ， chz = 
由 这 些 关 系 也 可 以 看 出 双 曲 函数 是 单 值 的 且 以 虚数 2xi 为 周期 的 周期 函数 ,shz 为 奇 函 
数 ，ehz 为 偶 函 数 ， 而 且 在 复 平面 内 均 解 析 ， 并 有 
Ghz) =chz, (chz) =shz 


， thz=—itaniz ，cthz= icotiz 


由 于 双 曲 函数 的 周期 性 决定 了 它们 的 反 函 数 一 反 双 则 函数 的 多 值 性 ， 这 里 仅 将 相应 
的 反 双 曲 函数 分 列 如 下 : 

反 双 曲 正弦 函数 arshs =Ln (z+ 23+1) 

反 双 尖 余 效 隐 数 archz =Ln(z+ ya 一 1) 


反 双 曲 正切 函数 arthz LLnl+ 


反 双 曲 全 切 函数 wths -In2 


1. 下 列 函 数 何 处 可 导 ? 是 否 可 导 和 解析 : 
(DAE) iy; 
2) f(2)=20 +3yis 
f= ti y: 
(Of2) = 2xi, 

2. 试 确定 下 列 函数 的 解析 函数 区 域 和 奇 点 ， 并 求 出 导数 
(An 
Df)= 2+; 
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1 


FT 
2 一 1 


(3)7(2)= 
2z+1 
2 + 
3- 试 证 下 列 函数 在 Z 平面 上 任何 点 都 不 解析 . 
(DJCGz)=z+27ii 
OD f(s)=Rez; 


(f(z)= 


Gy7G)= 二 ， 
1z| 
(Of (2)=x+y. 


4. 车 f(z) 在 处 解 祈 ， 试 让 : f(z) 在 二 处 连续 . 
5. 设 f(z) 在 点 有 连续， 证 明 : f(z) 在 z 的 某 一 个 邻 域内 有 界 . 


6. 设 f(z) 是 区 域内 的 解析 函数 ， 且 在 马 内 /"(z)=0， 证 明 ; f(z) 在 区 域 D 内 恒 等 于 


常数 . 


7. 证 明 ; 如 果 函 数 f(z)=u+iy 在 区 域内 解析 ， 并 满足 下列 条 件 之 一 ， 那么 f(z) 是 常数 . 


(GD f(z) 是 恒 取 实数 ; 
(2) 了 f(z) 在 DD 内 解析 : 
G)|7Gzi| 在 刀 内 是 一 个 常数 ， 
(4)arg /(z) 在 DD 内 是 一 个 常数 ; 
(5) Re f(z) 或 Im f(z) 在 DD 内 解析 ; 
(6)au+bv=c， 其 中 5b 与 6 为 不 全 为 零 的 实 常数 ; 
(Dv=2. 
8. 用 导数 定义 证 明 ; (2?) =2z. 
9. 如 果 f(z)=u+iv 是 z 的 解析 函数 ， 证 明 : 
FF 2 ge 
Cee =4|f'(z)| 
10. 设 2=re*, f(z)=W(7,9)+iv(r,9)， 证 明 ; 柯 西 - 黎 曼 方程 的 极 坐标 形式 是 
lo 2 -7 中 


cp 


Hr 700 30 8 

11. 下 列 关系 
De 
Oe 


祥 


正确 ? 


二 


G)sinz=sinz; 
(sosz=cos2 . 
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39 。 


12. 证 明 : e* 是 以 2ni 为 周期 的 函数 . 
13. 证 明 ; 


(1)sin(z + 2 ) =sin 2 eos 2, + Cos 


@sin (Fs] -oor 


G)sin2z+cos2z=1; 
(Dein2s — 2einseosss 
(5)ch2z =sh’ z+ eh’z. 
14. 化 简 : 
(eensi: 
(2) cos(iln5) 
15. 求 In(-i) ，ln(-3+4i0 和 它们 的 主 值 . 
16. 求 sind+iD，cosi， a 3 和 4+ 详 的 值 . 
17.， 解 下 列 方程 ; 
(De =-4; 


CDmz-3i 


(3)ecosz= 


(4)shz= 


(G)e =1+V3i. 


39 。 
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教学 等 数学 一 样 ， 在 复 变 函数 中 积分 法 也 是 研究 复 变 函数 性 质 的 重要 方法 
和 解决 实际 问题 的 有 力 工 具 ， 本 章 涉及 的 内 容 不 仅 是 探讨 解析 邓 数 性 质 的 理论 基础 ， 而 且 


， 了 解 其 基本 性 质 ， 学 担 复 变 函 数 积分 的 一 般 计 
算 方 法 ; 掌握 柯 西 积分 定理 及 其 推论 ， 握 用 柯 西 积分 公式 及 高 阶 导数 公式 计算 积分 ; 
了 解 解析 函数 无 限 次 可 导 的 性 质 ， 了 解 英 瑞 拉 定 理 . 


3.1 复 变 函 数 的 积分 概念 


3.1.1 复 积分 的 定义 


同 高 等 数学 一 样 ， 也 采用 “分 着”、“ 作 和 ”、“ 取 极限 ”的 
定义 3.1 设 C 为 一 条 起 点 在 aa， 终点 在 户 的 有 向 光滑 曲线 (了 


步骤 来 定义 积分 . 
逐 段 光 滑 曲线 )， 其 方程 


为 
3=2z(0D)=xG)+ip() (oe 
函数 f(z) 定义 在 C 上 用 一 组 点 
图 31) 


sp,a=z(0).b=2(P)) 
,2,42,=b 沿 曲线 从 a 到 5b 分割 C ( 见 


py 
aa 去 
NA i -a 


图 3.1 


9 
+ 


设 Az = 一 4， 全 为 缴 z4z; 上 任意 一 点 ， 作 和 8, = 六 ClAz ， 


当 分 点 无 限 增加 ， 并 且 分 审 C 所 得 诸 弧 段 长 度 中 的 最 大 值 4 下 0 时 ， 着 不 论 对 C 的 分 
法 及 如 到 法 如 何 ，& 存在 极限 38, 则 称 /(z) 沿 C (从 4 到 5 河 积 , 称 8 为 /(z) 沼 C( 从 a 到 
5 ) 的 积分 ， 记 作 


S= adz 
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其 中 f(z) 称 为 被 积 沙 数 ，C 称 为 积分 路 径 ( 或 积分 道路 )， 


【 例 3.1】 设 C 是 一 条 起 点 为 4 终点 为 的 逐 段 光 消 曲线 ， 试 计算 S= |d 
解 现在 ， 只 能 用 定义 计算 该 积分 ， 依 定义 , 将 f(z)=1 代入 ， 有 


5.=D(, -z=b-a 
各 


[网 生生 


此 例 揭示 了 函数 ,A(z) -1 的 一 个 深刻 性 质 : 复 变 函 数 A(z) =1 的 积分 只 依赖 于 积分 路 径 
C 的 起 点 a 与 4 ， 而 与 积分 路 径 的 形状 无 关 . 

有 了 积分 定义 后 ， 最 先 关心 的 问题 是 ; 积分 存在 的 条 件 ， 积 分 的 性 质 与 积分 的 计算 . 
下 面 就 来 讨论 这 几 个 问题 . 
3.1.2 ， 复 积分 存在 的 一 个 条 件 


为 了 寻求 复 变 函数 积分 存在 的 条 件 ， 现 在 唯一 可 利用 的 只 有 定义 ， 于 是 问题 就 归结 为 
考察 极限 lim 8 的 存在 条 件 ， 为 此 ， 丰 妨 将 吕 变形 后 再 加 以 考察 


30 


设 
f(z)= u(x, y+ iv(x,y) 
Az = Ax, + iAy, 
Ai = A 一 放 一 四 
人 +i 
Ui = UG) = VS) 
于 是 


ff (ds = limS, = lim TEA, = lim Tf CE, + i XA +iAy,) 
} ea i 


d=0 0 kl d=0 k=l 


= lim Pes,77) + iv(é ,1 )][As + iAy ] 


do0 Fl 


= lim DC + iv, Aw, +iAy,) 


do0 t=1 


=lm PDAs, -nAy) +ilim Dv Ax, —w, Ay,) 


由 高 等 数学 知道 ， 当 u(x, y) 与 v(x,y) 在 C 上 和 连续 时 ， 上 式 右 端 两 个 极限 存在 ， 且 分 别 


2 
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为 [ade-vdy 5 Jvdr+udy. 
至 此 ， 获得 积分 [f(z)dz 存在 的 一 个 条 件 是 u(x y) 与 Y%,y) 均 在 C 上 连续 . 而 w(x,y) 与 
v(x,》) 在 C 上 连续 等 价 于 f(z) 在 C 上 连续 , 所 以 , 函数 f(z) 在 忆 上 连续 是 积分 | 7(z)dz 存 


在 的 一 个 条 件 ， 并 且 ， 还 得 到 了 
Treodz = fudr vdy ti fvdr+ udy 


由 以 上 讨论 获得 
定理 3.1 着/(z)=t(x,)+iv(x,y) 在 曲线 C 上 连续 ， 则 f(z) 沿 C 可 积 ， 并 有 
Adz = fudr—vdy tifvde+ udy G1) 
加 : 加 
记忆 方式 
= fluriv)(drtidy) 


由 定理 3.1 可 得 ， 其 一 ， 它 给 出 了 复 变 函数 积分 存在 的 一 个 充分 条 件 ， 其 二 ， 它 提供 
了 计算 复 变 函 数 积分 的 一 种 方法 ， 其 三 ， 式 G3.0) 表 明 ， 研 究 复 变 函 数 的 积分 问题 ， 可 以 转 
化 为 研究 实 变量 的 二 元 实 值 函数 沿 曲线 C 的 线 积 分 问题 . 
3.1.3 复 积 分 的 性 质 与 计算 

由 式 (3.1) 容 易 想 到 ， 线 积分 的 一 些 性 质 可 移 到 复 变 函数 的 积分 上 来 . 

若 f(s) 与 g(z) 沿 曲线 C,C-(C 按 约定 表示 与 曲线 C 方 向 相反 的 同一 条 曲线 ) 可 积 ， 
则 有 

WI Aa) = Alf (zs)dz (4 为 复 常 数 ) 


(GIGEAO) ES /Oa + [ee 

@ fd =-| i | 

WJ /tee = Treo + 上 Fa)dz(C 由 CI 与 C 首尾 相 接 而 成 ) 

加 设 了 为 昌 线 C 的 长 度 ， 着 7) 洛 忆 可 积 ， 昌 在 C 上 满足 |rGjj sar， 出 


| ez)da 


撩 由 /Alds sx G.2) 


式 G.2) 提 供 了 一 种 估计 复 变 函数 积分 的 模 的 方法 . 

到 现在 为 止 ， 计 算 复 变 函数 积分 只 有 两 种 方法 ， 一 是 定义 ， 一 是 式 G.1)， 有 无 其 他 方 
法 呢 ? 

由 于 积分 路 径 常 取 光 滑 曲线 (或 逐 段 光滑 曲线 )， 所 以 f(z) 沿 曲线 C 的 积分 可 归结 为 
了 [z(D] 关于 曲线 C 的 参数 的 积 
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光滑 曲线 ) 
z=z(D 
=x0D+ip(D (xsrsD) 
则 zD 在 [g,B] 上 连续 ， 且 2D)=xt0)+iy《D)#0， 再 设 (2) 在 C 上 连续 及 
fz] =u fx), sO] +iv [x xD] 
= (D+in(t) 


事实 上 ， 若 C 为 光滑 曲线 (B 


ratz= Jud -vay +if var + udy 


= {lx yO rr), yO yD}ar+ 
VEGRO) OPT EGRO Ot (3.3) 
= [ur im Oe + i 
-人 [Ol 
这 样 一 来 ， 便 将 f(z) 沿 曲线 C 的 积分 归结 为 f(z) 关于 曲线 C 的 参数 + 的 积分 . 
由 以 上 讨论 可 知 ， 用 式 (3.3) 计 算 积分 | f(z)dz 包含 三 个 步 又， 一 是 写 出 曲线 C 的 方程 
Pp: 


三 是 计算 式 (3.3) 右 端的 关于 参数 1 的 积 
【 例 3.2】 计算 | zdz ， 其 中 C 为 起 点 在 a 终点 在 b 的 一 条 过 


z=2(0)= x +iy(t),0 二 是 将 z= z(D 与 dz= z(pndr 代 入 所 求 积 分 人 rod 中 ; 
2 


解 ” 用 定义 计算 . 
因 f(z)=z， 所 以 ， 着 取 刀 =z，， 则 有 (6)=zs， 作 和 


4 = DG, = 六 steel 
又 因 f(z)=z 在 C 上 连续 ， 所 以 ,积分 | f(z)dz 一 定 存在 ， 于 是 有 
ff dz =lim 4, (3.4) 
c da0 


另外 ， 着 取 . =z,， 则 (4)=z， 作 和 


B= DfGAs = Da -3 


后 ， 再 由 积分 | f(z)dz 的 存在 性 ， 有 


i 
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[A =1im B, (3.5) 


3 
由 式 (3.4) 与 式 (3.5) 得 
J fd = Tlim(4, +B,) 
¢ Tas0 
ee) 
此 例 揭 示 了 /2)= = 的 一 个 很 好 的 性 质 : 唤 数 1(z)=z 澡 用 线 C 的 积分 只 依 玫 十 C 起 点 
与 终点 ， 而 与 C 的 形状 无 关 . 
【 例 3.3】 试 计 算 [dz ， 其 中 CC 为 起 点 在 z=0， 终 点 在 z=1+i 的 直线 段 ( 见 图 3.2). 
解 ” 用 式 (3.3) 计 算 
首先 ， 写 出 C 的 方程 为 
2=2)=(+i),O0 <1<1) 
其 次 , 由 x+z=z=z(D=(G+i 得 4z=z(Ddt=d+i)dt， 将 
x*=! 与 所 代入 所 求 积分 , 得 ds 下 Qi+ijdr 
a 


国 32 最 后 ， 计 算 上 式 右 并 的 和 分 得 。。 人- 


< 


【 例 3.4】 设 矿 为 由 GC 与 C, 首尾 相 接 而 成 的 起 点 在 z=0 ， 终 点 在 z=1+i 的 曲线 ( 见 
图 3.2)， 计 算 | xdz 


解 首先 ， 写 出 GC 与 C 的 方程 为 


其 次 , 在 CL 上 有 x=1,de=dt， 代 入 fxdz 得 [xdz= idt 


在 C, 上 有 x=Rez(D=Ldz=idt， 代 入 |xdz 得 『sdz= id 


最 后 ， 计 算 积 分 得 


二 = Jxd+ ! xdz = dr 人 id 3+ i 


【 例 3.5】 试 证 


有 1 [2 n= 
Go -人 nn 关 1 且 为 整数 . 
其 中 C 为 以 a 为 圆心 ， 以 尺 为 半径 的 圆周 


Py 
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证 这 里 的 C 是 一 条 围 线 ， 对 于 沿 围 线 的 积分 ， 若 无 特殊 声明 ， 则 今后 总 理解 为 沿 围 
线 的 正 向 积分 . 
用 计算 积分 的 方法 来 证 明 本 题 . 
首先 ， 写 出 C 的 方程 为 
z=2(7) 
-atRe? (0<0<2n) 
其 次 ，dz =iRe* d9， 被 积 函 数 当 n=1 时 为 (za) =Rie*”， 当 nz#1 且 为 整数 时 为 
(2-0) "=R"e™. 
再 次 ， 计 算 积 分 ，n=1 时 ， 有 


aniReie 
o Rei2 
=2ni 
当 nz#1 且 为 整数 时 ， 有 
27 iRE'” 
rp 可 sh 元 到 4 
-ee io-06dO 
-二 [seo-Doao- 让 sno-Dodo|-0 
综 上 所 述 ， 问 是 得 证 . 
【 例 3.6】 积 
hl 


解 ” 由 积分 路 径 为 |z 一 i 得 z-1=e (0 到 mn) ， 于 是 ， 积 分 路 径 的 方程 为 


2z=z(9)=1+ee,0 私 0 么 2m 


es 
dz -isd 0 


和 je idO+ [me IAA 
。 。 
= 2 而 


让 
中 i 
p22 

解 由 |>- 直 -1 得 积分 路 径 的 方程 为 


【 例 3.7】 计算 积分 


2=2(0)=2+0",(0 <0S2n) 


i 
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于 是 
ax3( 2+e2 了 
一 一 dz- 一 idedb 
ER -二 
gt de + 46 +1)d0 
=6ni 


3.2 积分 基 木 定理 


通过 上 节 的 例子 可 以 发 现 ， 有 的 函数 的 积分 只 依赖 于 积分 路 径 的 起 点 与 终点 ， 而 与 积 
分 路 径 的 形状 无 关 ， 而 有 的 函数 ， 其 积分 不 仅 与 积分 路 径 的 起 点 与 终点 有 关 ， 而 且 与 积分 
路 径 的 形状 也 有 关 ， 深入 观察 后 ， 可 知 ， 前 一 类 函数 是 解析 函数 ， 由 此 ， 可 提出 猜想 : 解 
析 函 数 的 积分 只 依赖 于 积分 路 径 的 起 点 与 终点 ， 而 与 积分 路 径 的 形状 无 关 . 柯 西 在 1825 年 
给 出 此 定理 对 猜想 作 了 回答 . 


3.2.1 单 连 通 区 
定理 3.2 设 G 为 复 平面 上 的 单 连通 区 域 ，C 为 G 内 的 任意 一 条 围 线 ( 见 图 3.3)， 若 


> f(z) 在 G 内 解析 ， 则 中 f(z)dz =0. 
1851 年 在 添加 条 件 下 给 出 ) 的 证 明 方法 ， 依 此 


证 用 黎明 
添加 条 件 “f'(z) 在 G 内 连续 ”下 证 明 . 
设 2=x+ 记 ,了 (2)=u(%, yp)+iv(x,yp) ， 由 式 (3.1) 有 


$f = qd vdy+ 地 vdx+ wdy 


图 33 
由 于 f(z)=tw+iy, =y, 一 iw 在 G 内 连续 ， 所 以 ，t, om 在 G 内 连续 ， 从 而 , 这 
四 个 偏 导数 在 由 围 线 C 及 其 内 部 构成 的 闭 区 域 D 上 连续 . 又 因 C 为 光滑 或 逐 段 光滑 的 闭 曲 
线 ， 且 4 与 v 在 D 上 连续 是 显然 的 ,于 是 ， 由 高 等 数学 中 的 格林 公式 得 
Pudr—vdy= |» ,Jdrdy 


raer udy= | -w)ddy 


而 由 f(z) 在 G 内 解析 知道 ，u 与 ”满足 C.-R. 条 件 


Wy Wb 


由 此 得 
[cv wdrdy = -vydrdy =0 
4 D 


从 而 得 
$f)dz=0 
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定理 3.2 称 为 积分 基本 定理 ， 又 常 称 作 柯 西 - 古 萨 基本 定理 (或 柯 西 积分 定理 ). 

定理 3.2 揭示 了 解析 函数 的 一 个 深刻 性 质 ， 即 解析 函数 沿 其 解析 区 域内 的 任意 一 条 转 线 
的 积分 为 零 ， 亦 即 解析 函数 的 积分 只 依赖 于 积分 路 径 的 起 点 与 终点 ， 而 与 积分 路 径 的 形状 
无 关 . 

另外 ， 定 理 3.2 提供 了 一 种 计算 解析 函数 沿 围 线 积分 的 方法 . 
【 例 3.8】 计算 积分 中 (22 +e +eosadz 


解 ”因为 2z?er,eosz 均 在 复 平面 上 解析 ， 所 以 ， 它 们 的 和 在 一 包含 积分 路 径 |z|=5 的 
单 连通 区 域 G 内 解析 ， 而 积分 路 径 |z|=5 是 围 线 ， 所 以 ， 由 定理 3.2 得 
6 (2z2+er +eoszjdz=0 
片 5 
显然 ， 该 例 所 用 方法 是 最 简单 的 . 
【 例 3.9】 计算 积分 下 RE 
上 2 2Xz 一 了 
解 ” 为 便于 应 用 定理 3.2， 作 区 域 G:|z+1|<1， 显 然 ， 积 分 路 径 |z+1|=1/4 位 G 内. 由 
定理 3.2 得 
§ a 
DE-D 
深入 思考 定理 3.2 的 条 件 与 证 明 方法 后 ， 会 有 以 下 三 个 问题 : 
(1) 该 定理 是 否 有 不 添加 条 件 “ 广 (2) 在 G 内 连续 ”的 证 明 方法 ? 
(2) f(z) 在 积分 路 径 C 上 解析 的 条 件 可 否 减弱 ? 
(G3) 如 果 G 是 复 连通 区 域 ， 那 么 ， 定 理 是 否 仍然 有 效 ? 
关于 (D)， 古 萨 (法 国 ，1900 年 发 表 ) 在 不 添加 “ f(z) 在 G 内 连续 ”的 条 件 下 给 出 了 定 
理 3.2 的 证 明 . 
关于 (2)， 泌 拉 德 (于 1923 年 ) 证 明了 定理 3.3. 
定理 3.3 ( 滩 拉 德 定理 ) 设 围 线 C 是 单 连通 区 域 G 的 边界 , 若 ,Fz) 在 G 内 连续 内 解析 ， 
日 在 9 上 连续 ， 则 


dz=0 


中 /Ga)dz=0 

对 定理 3.2 与 定理 3.3 的 证 明 感 兴趣 的 读者 可 读 教材 所 介绍 的 参考 书 . 

有 了 定理 3.3 后 ， 例 3.8 与 例 3.9 的 计算 就 更 简单 了 ， 读 者 不 妨 试 一 试 . 

关于 (3)， 人 们 获得 了 定理 3.4. 
3.2.2 复 连 通 区 域 的 柯 西 定理 一 一 复合 闭路 定理 

定理 3.4 ” 设 有 转 线 CG，CG，C…，C,， 其 中 CC，C…，C, 中 的 每 一 条 均 华 其 余 各 条 
的 外 部 ， 而 它们 又 全 都 在 C, 的 内 部 ， 又 设 G 为 由 Cn 的 内 部 与 G，C,…，G, 的 外 部 相交 的 
部 分 组 成 的 复 连通 区 域 ( 见 图 3.4)， 者 f(z) 在 G 内 解析 ， 且 在 闭 区域 G 上 连续 ， 则 


二 和 


“48 - 复 变 函 歼 与 积分 变换 


下 fla)d =0 (3.6) 


证 不 失 一 般 性 ， 仅 就 G 只 由 两 条 围 线 围 成 的 情形 证 明 ( 见 图 3.5). 


此 时 ， 即 证 
由 Ad=0 
CY 
为 此 , 在 Co 与 GC 之 间 引 一 条 辅助 线段 ( 除 端 点 外 全 在 G 内 )， 用 一 连接 Cu 与 CI .此 
时 可 视 工 将 G“ 制 破 ” 而 形成 一 单 连通 区 域 ( 见 图 3.5)， 对 该 区 域 ，f(z) 满足 定理 4.3 的 条 
件 ， 于是， 有 


fd tPF) th fdz+ 中 f(z)dz =0 


即 
/Ge t+ /=0 


亦 即 
和 Gdz=0 
G+ 


对 于 定理 3.1,， 也 称 为 复合 闭路 定理 ,从 定理 的 证 明 过 程 中 ， 可知， 在 区 域内 的 一 个 解 
析 函 数 沿 闭 曲线 的 积分 ， 不 因 闭 曲线 在 区 域内 做 连续 变形 而 改变 它 的 值 ， 只 要 在 变形 过 程 
中 曲线 不 经 过 函数 的 奇 点 就 行 ， 这 一 个 重要 的 事实 ， 称 为 闭路 变形 原理 . 

从 这 个 定理 ， 容 易 看 到 两 点 意义 ， 一 是 ， 它 揭示 了 解析 函数 的 一 个 性 质 一 一 在 一 定 条 
件 下 ， 解 析 函 数 沿 复 连 通 区 域 边 界 的 积分 等 于 坟 ， 二 是 ， 它 提供 了 一 种 计算 函数 沿 国 线 积 
分 的 方法 . 

现在 ， 如 果 再 深入 地 观察 一 下 定理 3.4， 那 么 ， 将 会 有 更 深 的 认识 . 事实 上 ， 如 果 将 
式 G.6) 变 形 为 


DM GD 
3 


所 六 


那么 ， 关 于 定理 3.4， 又 可 获得 两 点 认识 : 一 是 ， 若 称 C 为 复 连通 区 域 G 的 外 边界 ， 
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称 Ci+C: +…+C, 为 复 连通 区 域 的 内 边界 (一 般 约定 区 域 边 界 的 方向 是 掖 沿边 界 的 正 向 行 
进 时 区 域 的 内 部 总 在 边界 的 左手 侧 ), 则 由 式 G.7) 得 到 ，/(z) 党 外 边界 的 积分 等 于 它 沿 内 边 
界 的 积分 . 二 是 ,提供 了 一 种 计算 积分 的 方法 . 此 方法 ， 既 可 计算 f(z) 沿 C, 的 积分 ， 也 可 
将 f(z) 沿 某 条 围 线 Cd 所 m 志 nn) 的 积分 归结 为 计算 f(z) 沿 Co，C,…,C,1,C。w…，C, 的 
积分 ， 

不 仅 如 此 ， 利 用 式 (3.7) 还 可 以 计算 一 类 在 区 域 DD 中 只 含有 有 限 个 奇 点 的 函数 的 积分 
问题 . 

事实 上 ， 比 如 , 若 f(z) 在 C 围 成 的 单 连通 区 域 忆 内 除 有 限 个 奇 点 a.a,.…a, 外 是 解析 
的 ， 且 在 万 上 除 这 有 限 个 奇 点 外 是 连续 的 ， 则 要 计算 f(z) 沿 C 的 积分 时 就 可 这 样 做 (为 行 
文 方便 起 见 ， 称 此 做 法 为 “ 挖 奇 点 ” : 作 n 条 分 别 包含 奇 点 4,o,…,a 的 围 线 
CC,…，C,， 使 它们 与 C 一 起 满足 定理 3.4 的 条 件 ， 于 是 ， 由 式 (3.7) 即 可 将 外 f(s)dz 


【 例 3.10】 试 证 


1 2mi ,n=l; 
fc .#1 目 为 整数 . 
其 中 的 C 是 围 线 ， 其 内 部 含 点 z=a. 
证 用 计算 积分 完成 证 明 . 由 于 被 积 函 数 在 C 内 部 只 含 一 个 奇 点 ?= a, 所 以 , 可 用 “ 挖 
计算 积分 . 
为 此 . 作 厂 -|>- 可 = 尺 . 使 矿 与 个 满足 定理 44 的 条 件 于 是 . 由 式 (3 7) 得 


1 1 
拭 - -7 


8 


再 由 例 3.5 得 


§ 1 Jan nl; 
(z-a) 10 ,nn#1 目 为 整数 . 
从 而 证 得 


于 1 JPmi n=l 
(z-a) ”1[0 ,nz#1 卓 为 整数 . 
【 例 3.11】 计算 积分 


[La ,C :=5 


-2 
ee en 
解 设 f() 2-z zz-l) 


由 于 被 积 函数 f(z) 在 积分 路 径 C 的 内 部 只 含有 两 个 奇 点 ?=0 与 3=1, 所 以 , 可 用 “ 挖 
奇 点 ”法 计算 . 为 此 ， 作 Ci:| zl=1/2 与 C,:|zj=1/6， 由 于 f(z),C,C; 及 C 满足 定理 3.4 的 
条 件 ， 所 以 ， 由 式 (3.7) 得 


49 。 
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而 
= [1a+ |— ds =2ri+0=2ni 
Se 
Elie 二 
= 
故 


3.3 ”积分 基本 公式 与 高 阶 导 数 公式 


观察 等 式 


的 左 端 与 右 端的 特征 ， 再 寻找 将 它 的 变形 后 的 等 式 的 左 端 与 右 端的 联系 后 ， 发 现 它 
满足 


人 -onirc 
Dos 
于 是 ， 可 提出 下 面 的 问题 米 研究 ， 等 式 
1 An 
本 dz 
7 ph 


对 于 f(z) 来 说 ， 是 否 是 必然 规律 ? 
积分 基本 公式 对 此 作 了 回答 . 
3.3.1 积分 基本 公式 
定理 3.5 设 G 是 以 围 线 C 为 边界 的 单 连 通 区 域 ( 见 图 3.6), 者 f(z) 在 
G 内 解析 ， 且 在 C 上 连续 ， 则 


(3.8) 


图 3.6 
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(3.9) 


因 f(z) 在 点 z。 连 续 ， 所 以 ， 对 任意 小 的 正 数 z 总 可 取 到 使 式 (3.9) 成 立 的 充分 小 的 正 数 
R， 使 得 
|raD- zjl<s ,sec 


于 是 
生 二 -7 cl 
2 2- 2x R 
改 
从 而 
于 是 证 得 


称 式 G.8) 为 积分 基本 公式 或 柯 西 积分 公式 
定理 3.5 对 于 由 n+1 条 围 线 C,,C,,C,,…,C, 所 围 成 的 复 连 通 区 域 (如 定理 3.4 那样 构成 ) 
仍然 有 效 . 此 时， 在 定理 3.4 的 条 件 下 ， 对 于 G 中 的 点 za 有 


G.10) 


定理 3.5 从 揭示 解析 函数 的 性 质 、 表 示 和 解析 函数 及 提供 计算 积分 的 方法 等 三 方面 给 我 
们 以 启示 . 
定理 3.5 提供 了 计算 哪 类 积分 的 方法 呢 ? 将 式 (3.8) 变 形 为 


dl 
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和 Ed -arirc)， aeG G1D) 
es- 


由 此 可 知 ， 定 理 3.5 提供 了 计算 如 式 (3.11) 左 端的 积分 的 方法 ， 这 类 积分 的 特征 是 ; 积 
分 路 径 是 围 线 , 被 积 函数 为 分 式 , 它 在 积分 路 径 内 部 只 侣 一 个 奇 点 , 且 该 奇 点 是 使 分 母 z 一 30 
为 零 的 点 ， 而 在 神 分 路 径 上 无 被 积 函 数 的 奇 点 . 
【 例 3.12】 计算 积分 | 一 一 4 . 

E21 

解 首先 ， 识 别 积分 的 类 型 . 它 是 具有 式 (3.11) 左 端 积分 的 特征 的 那 类 积分 . 

其 次 ， 将 所 求 积分 与 式 (3.11) 左 端的 积分 比较 后 ， 知 道 所 求 积分 在 形式 上 与 式 (3.11) 左 
端的 积分 相同 ， 由 此 想到 利用 式 (3.11) 计 算 积 

最 后 ， 经 验证 ， 所 求 积分 满足 定理 3.5 的 条 件 ， 于 是 ， 由 式 (3.11) 得 


2 本 全 
zi 2ri[s],, = 2ri 


-4 
【 例 313】 计算 机 『 -2 


Ei 
解 首先， 识别 积分 类 型 . 它 是 具有 式 (3.11) 左 端 积分 的 特征 的 那 类 积分 . 
其 次 ,将 所 求 积分 与 式 (3.11) 左 端的 积分 比较 ， 在 形式 上 是 不 一 样 的 , 但 是 ， 如 果 将 它 
变形 为 


= To -rsin1-icos1) 
i 


dz ,C:|z|=5. 


【 例 3.14] 计算 积分 | 兰 二 


Ea 
解 首先 ， 识 别 积分 类 型 ， 由 于 被 积 函 数 在 积分 路 径 内 部 含有 两 个 奇 点 2= 0 与 2=1， 
所 以 ， 想 到 用 “ 控 奇 点 ”法 来 计算 . 
其 次 ,为 了 用 “ 挖 奇 点 ”法 ， 作 Gi: 轩 = 上 与 C sar 由 定理 3.4 有 
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最 后 ， 计 算 上 式 右 端 两 个 积分 ， 对 这 两 个 积分 分 别 重 复 例 3.4 的 解 题 步骤 ， 得 
32—1 


故 


例 3.14 与 例 3.11 题目 相同 ， 但 解法 不 完全 相同 ， 希 望 赎 者 比较 两 种 解法 的 异 
3.3.2 高 阶 导数 公式 

通过 前 面 的 学 习 ， 尝 氛 了 解析 还 数 的 导数 和 积分 ， 遂 过 例子 和 练习 ， 思 考 后 可 提出 问 
题 ， 解 析 函 数 的 导 函 数 是 否 一 定 为 解析 函数 ? 若是 ， 则 其 导 函 数 可 否 用 一 公式 来 表示 呢 ? 


定理 3.6 对 此 给 予 了 回答 . 
定理 36 设 G 是 以 转 绪 C 为 边界 的 单 连通 区 域 ( 见 图 37)， 着 7(2) 在 G 内 解析 ， 且 在 


上 连续 ， 则 了 (z) 在 区 域 G 内 有 各 阶 导 数 ， 并 且 有 


()- 训 和 全 _/) yg aeG G1 e 


2ri > (2 一 20] 全 


证 利用 数学 归纳 法 证 明 该 定理 . 
(UD 设 na=1， 若 证 式 G3.12) 成 立 ， 即 证 


Lf) ; 
f(a)=- te a 0 图 37 


欲 证 式 G3.13)， 只 须 证 


him ft Sf) -7 
2axi 


Ge Az (zz 
为 此 ， 设 C 的 长 度 为 4，/(z) 在 C 上 满足 |f(zj 拟 M，, 令 


和 这 ey 


ia 
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由 定理 3. 有 
f(z) eG 
f(z,+As)= 而 和 i (z+As)eC 
/(a)- $e aeG 
人 全 
于 是 
1zm+Az-FGz)_ f(z) 
Az 2ri 7 | z—(z, + Az) 
由 此 得 


ft fe) 工人 GD 
2ni 


Az 
S| $ A (s) 0(Az 一 0) 
2riy (z—2 ~ AsXz—2z0 

即 

lim Lt+ A) fa) _ pt eer wed 

各 0 Az 2ri 7 (2 一 2 
故 

f= Ld se0 


() 设 n=£ 时 ， 式 (3.12) 成 立 ， 若 证 w=k+1 时 ， 式 (3.12) 成 立 ， 即 证 
C+D f(z) 
na $m 


可 小 


FeV ) = 


由 于 证 明 方 法 与 由 相同 ， 而 计算 又 较 繁 ， 所 以 ， 将 证 明 上 略 去 . 

由 (1) 与 (2) 证 得 定理 3.6 成 立 . 

定理 3.6 对 于 由 n+1 条 围 线 C,,C,C,,…,C, 所 围 成 的 复 连 通 区 域 G (如 定理 3.4 那样 构 
成 ) 仍 然 有 效 . 

定理 3.6 从 揭示 解析 函数 的 性 质 、 表 示 和 解析 函数 的 导 函 数 f(z,) 及 提供 计算 积分 的 方 
法 等 三 方面 给 予 启示 . 

定理 3.6 提供 了 计算 哪 类 积分 的 方法 呢 ? 将 式 (3.12) 变 形 为 

ee » ameG (3.14) 
4-2) 


由 此 可 知 ， 定 理 3.6 提供 了 计算 如 式 (3.14) 左 端的 积分 的 方法 .这 类 积分 的 特征 是 : 积 
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分 路 径 是 围 线 ， 被 积 函数 为 分 式 ， 它 在 积分 路 径 内 部 只 含 一 个 奇 点 ， 且 该 奇 点 是 使 分 母 
(一 3) 为 零 的 点 ， 而 在 积分 路 径 上 无 被 积 函数 的 奇 点 ，( 这 类 积分 的 特征 “似曾相识 ”， 


为 了 更 好 地 识别 积分 类 型 ， 读 者 不 妨 寻 找 一 下 式 (3.11) 与 式 (3.14) 左 端的 积分 的 差异 ) 


0 


【 例 3.15】 计算 积分 | 二 . 
PHe(z- 这 


解 首先 ， 识 别 积分 的 类 型 . 它 是 具有 式 (3.14) 左 端 积分 的 特征 的 那 类 积分 . 

其 次 ， 将 所 求 积分 与 式 G3.14) 左 端的 积分 比较 后 ， 知 道 所 求 积 分 在 形式 上 与 式 G3.14) 左 
端的 积分 相同 ， 由 此 想到 用 式 (3.1 人 ) 计 算 积分 ， 

最 后 ， 经 验证 ， 所 求 积分 满足 定理 3.5 的 条 件 ， 由 式 (3.14) 得 


2 ; 
ss- 人] -ea 
pe (2 -i 2! Ls 2 


【[ 例 3.16】 计算 积分 | 一 一 一 dz. 
est+1X(z—D 


首先 ， 识 别 积分 类 型 ， 由 于 被 积 函数 在 积分 路 径 内 部 会 有 三 个 奇 点 z=0， 
一 1， 所 以 ， 可 用 “ 挖 奇 点 ”法 来 计算 . 


其 次 ， 为 用 “ 控 奇 点 ”法 ， 作 :|z|= = El 经 验证 ， 可 由 定 
理 3.4 得 
[aes 
js 2 (+ D2-D) 
1 1 1 
rr er rr 


最 后 ,计算 上 式 右 端 的 三 个 积分 .对 这 三 个 积分 分 别 重 复 例 4.15 的 解 题 步 又 , 由 式 G.14) 
得 

1 
z+D(z-l 27 
(z+ ) ,27 


和 加 (3)| =—2ri 


1 
本 上 
2 (z+1)(z—1) 


由 式 (3.11) 得 
els 
[= EE | = 
a7(2+D(z-l) 3 2-1 [2 (z+Dj 
1 
i 
人 4 -12 De | 一 三 
32+D2-D) 2 z+l FD 
故 得 


EK 


“56 复 变 函 歼 与 积分 变换 


一 1 ud =0 
Hs? (z+1)z -1) 
由 定理 3.6 可 推 得 定理 3.7. 
定理 3.7 设 G 是 以 围 线 C 为 边界 的 单 连通 区 域 , 车 f(z) 在 G 内 解析 ， 则 f(z) 在 G 
内 解析 ， 其 中 为 自然 数 . 
该 定理 揭示 了 解析 函数 的 一 个 深刻 性 质 ， 解析 函数 的 任意 阶 导 数 仍 为 解析 函数 .此 性 
质 常 称 为 解析 函数 的 无 穷 可 微 性 . 


3.4” 原 函数 与 不 定 积 


通过 对 复 变 函数 沿 围 线 积分 的 充分 讨论 ， 可 知 解析 函数 在 解析 区 域内 沿 曲 线段 的 积 
分 值 不 依 曲 线段 的 形状 而 改变 ， 仅 与 曲线 的 起 点 和 终点 有 关 ， 比如 对 


例 3114 -pa=(2) (3 和 例 32 je- 福 -|3| -| 思考 后 ,可 
C a z=b =a 


区 2 
以 得 到 下 面 的 结论 : 
(DD) 积分 只 依赖 于 起 点 a 与 终点 5b， 与 C 形状 无 头 . 


(IRA = F(b)— F(a), F(z)= f(2). 


第 一 个 结论 前 面 已 经 有 理论 进行 了 肯定 . 对 于 第 二 个 结 E 式 非 ， 于 是 ， 
函数 是 否 也 有 牛顿 - 菜 布 尼 茨 公式 ?由 于 解析 函数 在 解析 威 ! 分 与 积 
无 关 ， 借 用 实 积分 的 记号 ， 将 解 居 积分 路 径 的 起 点 a 放 在 下 限 位 置 、 终 
点 5 放 在 上 限 位 置 ， 将 解析 函数 /(z) 在 解 六 域内 曲线 C 上 的 积分 | /Cz)dz 记 作 re 


即 
re = 三 red 
联想 高 等 数学 的 准 理 过 程 ， 有 定理 3.8. 
定理 3.8 设 G 为 单 连通 区 域 ，z, 为 G 内 一 定点 ，z 为 G 内 一 动 点 , 若 f(z) 在 G 内 连 
续 ， 且 f(z) 沿 G 内 任 的 积分 为 零 ， 则 函数 
FH= | /Ce 


在 G 内 解析 ， 且 F(z)= f(z)- 

证 设 为 G 内 一 定点 ，= 为 G 内 内 任意 一 点 ( 见 图 3.8)， 只 须 证 Pz)-f(z) 即 可. 即 

证 人 E>) 0 =>0) 

没 (2+As)eG ， 用 册 线 C 连 接 与 : ， 用 直线 段 轿 毛 = 与 
“因为 (在 让 :过 续 所以， 对 任意 的 4>0， 总 存在 5>0， 
使 当 |As|= 上 -zs|<5 时 ， 有 |f( 仆 -f(z) <s- 

于 是 


6 
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FG+AD)-FCD) 
Az 


和 E- Ja 


f(2) 


re -Ade|-7Gl 


el fst [fee -| ext| -7 


re A A 


< -LeAl=e 
加 


rel 


即 对 G 中 任意 一 点 z 有 


和 > /f(z),(Az >0) 


也 即 忆 (2)= f(z)， 从 而 F(z) 在 G 内 解析 . 

定理 3.8 提供 了 由 f(z) 构造 解析 函数 的 方法 ， 同 时 它 又 提供 了 一 种 表示 解析 函数 亚 (2) 
的 途径 . 

称 在 区 域 G 内 满足 条 件 

F(z)= f(z) 

的 F(z) 为 f(z) (在 G 内 ) 的 一 个 原 函 数 ， 称 f(z) 的 原 函 数 的 全 体 为 A(z) 的 不 定 积分 . 

基于 定理 3 8， 仿 高 等 数学 可 推 得 定理 39. 

定理 3.9 设 G 为 单 连通 区 域 ，a, 有 aeG， 若 f(z) 在 G 内 解析 ，F(z) 为 f(z) 在 G 内 
的 一 个 原 函 数 ， 则 


AGE=FGcD)-PGo) G.9) 


称 式 G.15) 为 牛顿- 莱 布 尼 茨 公式 . 
【 例 3.17】 计算 积分 | 2zdz . 
解 由 式 (3.15) 得 
i224 = (7) -2 


【 例 3.18】 计算 积分 [cos zdz . 
解 ” 由 式 (3.15) 得 


feos zdz = (sin 2),; — (sin 2), 1 -FG -e) 


a 
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最 后 给 出 定理 3.2 的 逆 命 题 . 
定理 3.10 设 f(z) 在 单 连通 区 域 G 内 连续 ，C 为 G 内 任意 一 条 围 线 ， 若 


中 Acadz=0 
则 了/(z) 在 G 内 解析 . 
证 由 定理 3.8， 若 令 
Fe)=[ /Oe 
其 中 及 为 G 内 一 定点 ，z 为 G 内 一 动 点 ， 则 
f= zeG 
故 /(2) 在 G 内 解析 . 
人 们 常 称 定理 3.10 为 莫 瑞 拉 定 理 . 它 不 仅 给 出 了 一 个 函数 为 解析 函数 的 充分 条 件 ， 而 
且 它 与 定理 3.2 一 起 可 得 解析 函数 的 又 一 等 价 定义 . 
3.5 习 题 


1. 溉 下列 路 线 计算 积分 人 [Cr- 六 + 记 ]dz 
(1) 从 原 1+i 的 2 
实 轴 到 1 ， 再 由 1 沿 直线 向 上 至 1+i; 
G) 从 原点 沿 虚 轴 到 i a 
家 计算 积分 | +ip)dz ， 其 中 必 


由) 从 原点 沿 直 线 到 1+4i 

(从 原点 沿 抛物 线 y= 基 到 1+i; 
抛物 线 风 =x 到 1+i， 

， 其 中 C 为 ”条 闭路 ,由 直线 段 -1 么 


3. 计 径 积 分 人 
4. 设 f(z) 是 在 单 连通 区 域 D 上 的 解析 函数 ，C 是 刀 内 的 任意 一 条 光滑 的 约 当 曲线 ， 问 
PRre[/ a=0, dim[/Ca)d =0 


1y=0 与 上 半 单 位 圆周 组 成 . 


是 否 一 定 成 立 ， 为 什么 ? 
5 计算 积分 9 中 的 介 ， 其 中 CC 为 正 向 圆周 :|z|=4. 
6. i 只 分 的 结果 ， 并 说 明理 由 ， 忆 为 |:|=1. 


+5 9, 
1 
人 人 和 +42244 
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wf 


Gg 


Le 
x7 


ee 


Ohzo0s xdz， 


7. 沿 指定 曲线 的 正 向 计算 下 列 积分 . 


dz, C:|-2|=1: 
2 


Wf 
2 


GO 一 db， Ci:zl=2， 
区 < 
ge 
4 二 dz，c:|z=1， 
0 Cilsl=1 


和 y， 共 中 避 为 |e|*1 的 任 窟 复数 ，C 


Of ci:lz-il=2: 
< 


3z+2 


zl 


(10) 中 do, Cils-0+d-2. 


8. 设 有 (z) 和 /.(z) 在 单 连通 区 域内 处 处 解析 , C 为 DD 的 边界 ， f(z) 入 (z) 在 C 上 连续 ， 
上 且 在 C 是 f(z) = 万 (2)， 试 证 在 刀 上 矿 (z) = 万 (2) . 


“60 复 变 函 孝 与 积分 变换 


9. 证 明 : = 关 一 刀 和 >= 


2 了 都 是 调和 函数 ， 但 是 u+iv 不 是 解析 函数 . 
了 


+ 
10. 用 柯 西 积分 公式 计算 函数 (5) -二 沿 正 向 国 周 |s|=1 的 积分 值 ， 然后 利用 |z|=1 的 参数 
方程 z=e*(-x 志 9 所 x), 证明: 

[Ed cos(sin OD)dO = 
11. 设 w=u(x,y) 和 v=v(x,y) 都 是 区 域 刀 内 的 调和 函数 , 试 证 函数 f(z)=(w, 一 v.)+i(u, + v,) 
在 DD 内 解析 . 

12，, 设 w=u(x, 力 是 区 域 DD 内 的 i 
13. 由 下 面 所 给 调和 函数 求解 析 
(Dy 7) -2xy, FO -1s; 

Ou WD=e roos yp— ysiny) f(0)=0: 
Ou =I + ht 0)=0; 


了 
+ 


函数 ， 试 证 函数 f(z)=u, -iu, 在 D 内 解析 . 
画 数 f(z)=utiv. 


Dry)= 


f=0: 


(vx, = arctan ,x >0. 
x 
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me 
教学 提示 : 级 数 与 数列 有 着 密切 的 关系 . 在 复数 范围 内 ,级 数 与 数列 的 关系 和 在 
围 十 分 类 似 ， 关 于 复数 项 级 数 和 复 变 函数 项 级 数 的 某 些 概念 和 结论 都 是 实数 范围 内 相应 内 
容 的 直接 复制 或 者 推广 . 在 教学 中 过 去 的 知识 在 复习 、 对 比 中 进行 , 会 有 事半功倍 
的 效果 . 把 解析 蝇 数 表示 为 级 数 不 仅 有 理论 上 的 意义 ， 而 且 也 有 实用 的 意义 . 
教学 目标 : 通过 本 章 的 学 习 ， 外 了 解 复 数 项 级 数 的 仇 散 性 及 有 关 概 念 、 主 要 性 质 
及 重要 了 解 替 级 数 收敛 的 阿 贝 理 以 及 震级 数 收敛 加 的 概念 ， 掌 握 简 单 的 震级 数 


收敛 半径 的 求法 . 掌握 时 级 数 在 收 敏 加 内 一 些 基本 性 质 . 了 解 泰勒 定理 . 记 住 几 个 主要 的 初 
等 函 教 的 泰勒 展开 式 地 把 一 些 比 数 展 开 成 泰勒 级 数 ; 了 解 罗 朗 定 


理 及 孤立 奇 点 的 分 类 .4 时 近 展 开 为 罗 朗 级 数 的 间接 法 ， 


简单 的 函数 在 其 孤立 奇 ， 


4.1 复 级 数 的 基本 概念 


设 {2,} (n=1,2,…) 为 一 复数 序列 ， 称 表达 式 


和 (4.1) 


为 复数 项 无 穷 级 数 .如 果 它 的 部 分 和 序列 
= 所 + ) 
的 极限 lim5, =3 存 在 (8 为 有 限 数 )， 则 称 级 数 (4.1) 是 收敛 的 ，S 称 为 级 数 的 和 ; 如 果 序 列 
{s 不 收 仇 ， 则 称 级 数 (4.1) 是 发散 的 
由 复数 列 收敛 的 充分 必要 条 件 ， 可 以 得 到 如 下 结果 (证 明 从 略 ) 
定理 41 设 z =x +i (n=,2…)， 则 级 数 (4.1) 收 全 的 充 要 条 件 是 级 数字 x 与 


> 都 收敛 . 


这 个 定理 将 复数 项 级 数 的 收敛 问题 转化 为 实数 项 级 数 的 收敛 问题 ， 而 由 实数 项 级 数 收 
条 件 ， 很 容易 地 得 到 复数 项 级 数 收 化 的 必要 条 件 . 


定理 42 级 数 可 z, 收 第 的 必要 条 件 是 lmz, =0. 


雍 的 
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定理 4.3 如 果 立 |z| 收 敏 ， 则 立 z, 也 收敛 并 且 有 | 并 zj| < 吉 |,| 成 立 . 


证 TDD < < 
根据 正 项 级 数 的 比较 判别 法 知 半 |e | 与 立 |y | 都 收 你 ， 从 而 六 x, 与 人 也 都 收敛 .于 是 由 
定理 4.1 知 立 > 是 收敛 的 . 


由 对 于 级 数 于 x 与 环 y 的 部 分 和 成 立 的 不 等 式 


可 以 得 出 lim|> 
如果 宁 |2| 收 但 ， 则 称 级 数 = 绝对 收敛 ， 非 绝对 收敛 的 收敛 级 数 称 为 条 件 收敛 这 
里 顺便 指出 ， 立 |z,| 是 正 项 级 数 ， 其 收 生性 可 以 用 正 项 级 数 的 相关 定理 来 进行 判 跑 ， 另 外 ， 


由 定理 43 的 证 明 过 程 , 还 可 以 得 到 级 数 > |z,| 收 敛 的 一 个 充分 必要 要 件 是 六 x 与 六 yy 都 


绝对 收 合 . 
4.1.2 复 变 函数 项 级 数 
设 坟 (Ca=12…) 为 区 域 吕 内 的 函数 ， 则 称 表 达 式 
> 


FD HD+ 万 (2)+… 十 大 (2)+ (42) 


为 区 域 D 内 的 复 变 函数 项 级 数 .该 级 数 的 前 项 和 
B,D)= f(D + FD ++ f(D) n=1,2,…) 


称 为 这 个 级 数 的 部 分 和 . 
如 果 对 于 区 域 D 内 的 某 一 点 z 极限 lim 8,(z,)=S(z) 存在 ， 则 称 级 数 (4.2) 在 z, 点 收 


和 伊 ， 称 8(z) 为 它 的 和 .如果 级 数 在 D 内 处 处 收敛 ， 那 么 它 的 和 一 定 是 与 有关 的 一 个 函 
数 SCz): 


SC) = f+ fe+ fC)+ 
这 个 函数 秘 为 级 数 于 太 (2) 的 和 函数 . 


和 
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关于 复数 项 级 数 与 复 变 函数 项 级 数 ， 由 于 这 两 类 级 数 的 有 关 定 义 、 性 质 与 关 别 法 与 高 
等 数学 的 相应 部 分 极为 相似 ， 所 以 ， 不 再 袭 述 ， 下 面 再 简单 介绍 一 下 “一 致 收 你 ”和 “内 
闭 一 致 收敛 ”概念 . 


着 任 给 >0， 存 在 N20， 对 任何 zeD， 2N 时 有 迪 4 -70 


< 成 立 ， 


则 称 级 数 避 (2) 在 万 内 一 致 收 伍 于 f(z)， 也 称 避 了 (2) 在 万 内 一 致 收 全 
关于 一 致 收 货 , 不 如 证 明 地 给 出 下 列 判 员 | 方 法 , 感 兴趣 的 读者 可 查阅 本 书后 的 参考 文献 . 
定理 4.4 着 有 收敛 的 正 项 级 数 于 M， ， 且 对 任何 zeD 有 |f(z)| 所 M,Cn=1,2,…), 则 
级 数 守 (2) 必 在 z= 中 上 一 致 收 敦 . 
设 函 数 /.(z) (n=12…) 定 义 在 区 域内, 若 级 数 六 三 2) 在 G 内 任意 一 个 有 界 闭 集 上 


均一 臻 收 伊 ， 则 称 该 级 数 在 区 域 G 内 内 闭 一 致 收敛 . 
【 例 4.1】 级 数 台 = 在 有 <1 思 收 考 ， 在 国美 XeD 上 一 致 收 化 ， 其 和 为 一 


证 因为 3 =1+23+2 十 … 二 21 一 


又 当 | 直 <1 时 ， 了 一 00 一 <) ， 故 
1 
1-: 


1 由 
一 一 ， 即 级 数 了 2 
i= 名 


这 就 让 明了 级 数 的 和 为 下 


由 于 | 所 x(<1)， 由 部 分 和 知 ， 级 数 立 六 收敛 ， 又 因为 对 闭 圆 | 直 丢 mr<D 上 的 一 切 点 = 
br 


显然 有 | 过 详 (o=12-…)， 因 此 用 ” 致 收敛 的 判别 法 知 级 数 科 2 在 ||<r(cD 上 致 
收 敏 . 


【 例 4.2】 。 试 证 级 数 2" 在 单位 加 内 内 闭 一 致 收 伍 . 
证 设 成为 单位 国内 的 任 一 闭 集 . 显然 ，D 是 有 界 的 ,对 于 思 ， 定 可 在 单位 国内 找到 
某 个 闭 加 ;| 去 <D， 使 媚 舍 于 该 半 辆 中 ， 由 例 41 得 知 ， 级 数 习 z 在 该 闭 加 上 是 一 到 


收敛 的 . 
由 刀 在 单位 圆 内 的 任意 性 ， 证 得 级 数 玉 2 在 单位 圆 内 内 闭 一 致 收敛 ， 
最 后 不 加 证 明寺 给 出 秃 数 的 一 个 性 质 
定理 4.5 设 刀 为 区 咸 ， 着 级 数 Es) 的 各 项 在 马 内 解析 , 级 数 于 /在 D 内 内 闭 
一 至 收敛 于 f(z)， 则 。 四 
(D7(z) 在 DD 内 解析 . 


1 
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DF)= Tf) p=12 


42 突 级 数 


4.2.1 ”震级 数 的 概念 
定义 4.1 称 形 如 


E67 0 t+ (4.3) 
er 
或 
Bo (2-20) =c+a(z-a)+e(z- zw) +te, (za) + (4.4) 


的 级 数 为 乱 级 数 ， 其 中 zc1,c,,…,c,,… 均 为 复 常数 . 

由 于 形 如 式 (4.3) 与 式 (4.4) 的 级 数 之 间 可 相互 转化 ， 所 以 ， 为 简单 起 见 ， 只 讨论 形 如 式 
(4.3) 的 级 数 ， 

对 于 级 数 ， 首 先 关 心 的 自然 是 收敛 范围 的 问题 ， 而 对 式 (4.3)， 易 知 ， 它 在 点 z= 0 是 收 
敛 的 .为 弄 清 它 的 收 笋 范围 ， 作 如 下 讨论 - 


4.2.2 ”于 级 数 的 收效 加 


定理 4.6 若 级 数 可 6,z" 在 点 <( 基 0) 收 化 ， 则 它 在 圆 玉 :| <|o| 内 绝对 收效 ， 在 闭 贺 


天 :| 入 p(p <| 中 上 一 致 收敛 . 
证 首先， 证 明 级 数 六 cz" 在 圆 玉 :|| < 内 绝对 收敛 


设 点 :为 贺 玉 :|:|< 侣 内 任意 一 点 ， 因 习 e =* 收 化 ， 所 以 ， 一 定 存在 正 数 ， 使 得 


由 |z|< | 得 知 级 数 


PE 
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收 化， 故 级 数 ciz* 绝对 收 化 由 z 在 K :|s|< 回 内 的 任意 性 ， 证 得 级 数 二 6,z" 在 国内 


绝对 收敛 ， 
其 次 ， 证 明 级 数 cz 在 团圆 后 :| 二 和 PCP<| 中 上 一 致 收敛 - 


由 于 对 闭 圆 态 :| 了 | 丢 plp <| 中 上 的 一 切 点 z 均 有 


而 适合 p<|d| 的 p 总 可 表 成 <|a| ，= 为 圆 玉 :< 加 中 的 某 一 点 ， 由 前 而 已 证 得 级 数 
立 c> 在 点 5 绝对 收 敏 ， 即 级 数 交 |e,z| 收 侠 ， 从 而 ， 得 知 级 数 半 |c,jp* 收敛. 于 是 ， 由 定 


cz 


理 44 得 知 ， 级 数 》c,z" 在 闭 加 


< p(O<| 中 上 一 致 收敛 ， 
综 上 所 述 ， 定 理 得 证 . 
推论 震级 数 忆 6,z" 在 点 0( 关 0) 发 散 ， 则 它 在 | 中 > 时 发 散 . 


定理 4.6 称 为 阿 贝 尔 (Abel) 定 理 . 有 了 阿 贝尔 定理 及 其 推论 便 可 弄 清 级 数 (4.3) 的 收敛 
范围 . 

首先 ， 级 数 (4.3) 在 点 z-0 是 收敛 的 . 

其 次 ， 级 数 (4.3) 在 : 关 0 时 只 有 三 种 可 能 : 

《0 级 数 (4.3) 在 所 有 前 点 = 关 0 收敛 (如 1+ 下 + 二 二 

(2) 级 数 (4.3) 在 所 有 的 点 z 去 0 发 数 ( 如 14+22+222?+…+2"2" +…) 

G) 级 数 (4.3) 在 有 的 0 收敛 ， 同 时 又 在 有 的 点 z#*0 发 散 . 此 时 ， 一 定 存在 一 点 
a0， 使 级 数 (4.3) 在 点 a 收敛 ， 同 时 ， 也 一 定 存 在 一 点 b 冯 0， 合 级 数 (4.3) 在 点 5 发散. 

对 于 (3)， 可 以 证 明 ; 存在 一 个 以 原点 为 圆心 ， 以 R 为 半径 的 贺 ， 使 级 数 (4.3) 在 该 加 内 
收敛 ( 且 绝 对 收敛 )， 在 该 圆 外 发 散 . 

若 将 该 圆 的 圆周 记 作 Cn :||= 尺 ， 则 为 了 统一 起 见 ， 对 于 ()， 规 定 尺 = +co (级 数 (4.3) 
在 复 平面 收敛)， 对 于 (2)， 规 定 尺 = 0( 级 数 (4.3) 仅 在 一 点 z=0 收敛 ). 

总 之 ， 对 于 级 数 (4.3)， 总 存在 圆周 C，:|z|=R， 使 得 级 数 (4.3) 在 C; 的 内 部 绝对 收敛 ， 
在 Cs 的 外 部 发 散 . 称 圆 NC0,R):|z|<R 为 级 数 (4.3) 的 收敛 加 ， 称 R 为 级 数 (4.3) 的 收 合 半 径 . 

求 收 全 半径 的 方法 与 高 等 数学 中 的 方法 一 样 . 

定理 4.7 对 于 级 数 (4.3)， 若 极限 


存在 (有 限 或 无 限 )， 则 极限 


和 
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存在 ， 并 且 有 


其 中 的 尺 为 级 数 (4.3) 的 收敛 半径 . 当 2= 0 时， 规定 R= +ce， 当 4=+eo 时， 规定 R=0. 
例如 ,级 数 导 2 ， 于 mlz 及 立 蕊 的 及 分 别 为 10. ie ， 

由 以 上 讨论 知 下 ,对 十 级 数 (4.3)， 总 有 一 个 收 敏 图 存在 ， 使 得 该 比 数 在 此 圆 内 收 伍 . 其 
和 函数 在 收敛 圆 内 是 否 解析 呢 ? 
4.2.3 和 函数 的 解析 性 


关于 蝴 级 数 (4.40)， 个 加 证 明 地 给 出 其 性 搞 如 下 : 

定理 4.8 设 天 :| 一 za|< RCO0<R<+) 为 若 级 数 (4.4) 的 收 伍 国 ， 阁 函数 f(z) 为 宕 级 数 
(4.4) 的 和 函数 ， 则 

(1) 函 数 f(z) 在 天 内 解析 . 

(2) 里 级 数 (4.4) 在 玉 内 可 逐 项 求 导 任意 次 ， 即 


/9 (2)= Ta)), 大 =12… 
(G) 若 级 数 (4.4) 可 以 在 大 内 仕 一 曲线 C 上 意 项 积分 ， 即 


je -Do fe-ay 或 f(y -> 


i 
i 0) 
4.3 泰勒 级 数 

对 于 咽 级 数 (4.3) 与 级 数 (4.4)， 只 要 其 收敛 半径 不 为 零 ， 其 和 函数 在 其 收敛 圆 内 为 一 解 
析 函 数 。 此 时 ， 污 者 白 然 会 问 ; 一 个 解析 函数 是 否 一 定 可 以 表示 成 寡 级 数 ? 本 节 就 来 讨论 
这 个 问题 . 
4.3.1 泰勒 定理 

定理 4.9 诊 为 G 区 域 . 点 aceG. 圆 玉 :| -可 < 只 含 寺 G( 图 4.0. 若 丙 数 f(z) 在 G 内 
解析 ， 则 在 天 内 有 

f(a)= Belo G45) 


o 
(2 其 中 ， “= /00,02 (46) 
加 


且 上 述 展 式 是 唯一 的 . 


图 41 
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证 设 缉 为 有 内 任意 一 点 ， 作 6 :|z-al=p(0<p<RR) 使 会 于 c, 的 内 部 ， 由 柯 西 积 


f(z0)= 


[A 


由 于 当 zec, 时 有 | 一 名 -4 <1， 所 以 


2z—a 


(4.7) 


人 上 


Ga 


<1， 所 以 级 煌 加 收 系 ,由 一 至 收 化 判别 法 可 知 ， 级 数 (4 7 在 4。 


上 一 致 收敛 . 用 下 避 对 式 (47D 丙 油 . 则 右 端的 级 数 仍 在 c。 上 一 致 收敛 , 并 且 知 道 它 的 各 项 
在 c, 上 连续 ， 从 可 在 cv 上 


|] A 


0 和 2a) 全 


其 中 ， -OO ee Re 
ek 内 的 任意 性 ， 定 理 的 前 一 部 分 得 证 . 
再 证 定理 的 后 一 部 分 . 设 另 有 展 式 f(z)=c'(z 一 a ， 其 中 ze 天. 由 定理 4.8 知 
-O02 


(n=0,1,2,…) ， 从 而 证 得 /(z) 在 天 内 的 展 式 是 唯一 的 . 
综 上 所 述 ， 定 理 得 证 . 


“6F¥ 
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定理 4.9 称 为 泰勒 (Taylor) 定 理 ， 被 式 (4.6) 确 定 的 式 (4.5) 的 右 端 称 为 函数 f(z) 在 点 a 的 
泰勒 级 数 ， 其 中 的 (n=0,1,2,…) 称 为 f(z) 的 泰勒 系数 . 

泰勒 定理 的 重要 性 在 于 它 圆满 地 解决 了 以 下 两 个 问题 : 

(1) 解 决 了 将 解析 函数 展 成 曼 级 数 的 三 个 基本 理论 问题 : 一 是 在 何 处 可 展 , 二 是 怎么 展 ， 
三 是 展 式 是 否 唯一 . 

(2) 解 决 了 解析 函数 与 震级 数 是 否 等 价 的 问题 .泰勒 定理 与 定理 4.8 一 起 可 得 解析 函数 
的 又 一 等 价 条 件 : 函数 f(z) 在 区 域 G 内 解析 的 充分 必要 条 件 是 ，f(z) 在 G 内 任意 一 点 a 的 


- ) 
荣 个 邻 碱 内 可 展 成 宕 级 数 为 /CD = 束 co = 全 外 


02 
n 


圭 级 数 的 收敛 半径 与 千 级 数 的 和 函数 有 9? 定理 4.10 对 此 作 了 回答 
定理 4.10 若 函 数 f(z) 在 点 a 解析 ， 点 5b 是 f(z) 的 奇 点 中 离 点 4 最近 的 奇 点 ， 则 使 


re)= 并 Gay 成 立 的 收效 圆 的 尘 径 为 尺 =|o- 串 . 


4.3.2 ”解析 函数 表 成 愤 级 数 的 例子 
约定 : “ 求 f(z) 在 点 a 的 泰勒 级 数 ”、“ 将 f(x) 在 点 a 展 成 泰勒 级 数 ”、“ 将 rz 在 
点 a 展 成 震级 数 ” 均 指 在 圆 | 一 a <RR 内 将 f(z) 表示 成 式 (4.5)( 系 数 被 式 (4.6) 确 定 ), 这 里 的 R 
总 是 取 尺 -|a- 直 (是 ,72) 的 奇 点 中 离 点 < 最 近 的 奇 点 ). 
【 例 4.3】 初等 函数 的 寡 级 数 展开 一 一 指数 函数 /(z)= ce ， 
解 ” 因 为 对 任何 n 有 J 了 (2)=e” 
所 以 1 中 (0)=e?=1 


ROD ser 
f(z2)=e Si 二 < 


【 例 4.4】 初等 函数 的 震级 数 展开 一 一 三 角 函 数 cosz 与 sinz. 
解 利用 f(z)=e 的 展开 式 可 得 
i 
Cosz= 


右 端 两 个 级 数 的 奇 次 项 相 加 时 抵消 , 故 有 


1)” 
cosz > 让 ,| 了 |<+eo 
应 用 同样 的 办 法 可 得 
sinz -TCD :|z|<+% 


气 Cn+D! 


Py 
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【 例 45】 家 (3) = 站 二 在 点 :0 的 泰勒 展 式 - 
解 因为 函数 f(z) 的 奇 点 为 +t， 距 点 z=0 的 距离 (最 近 ) 等 于 1， 所 以 Ka -二 在 
点 z=0 的 泰勒 展 式 收敛 半径 为 1. 
直接 利用 当 |z| <1 时 二 立即 得 到 
1 2 
EE -1-2+6 ty a” 2 :<1. @ 
注 ， 对 于 实 函数 一 ， 当 国 <1 时 有 
l+x 
Ts tt tC 四 
函数 下 在 实 负 (=,+ee) 上 是 处 处 有 确定 的 信 的 ， 且 是 处 处 可 币 的 . 然而 了 (-Dx*” 
灾 nD 
只 在 CD 上 才 与 一 致 ， 当 网 衬 1 时 等 式 @ 就 失去 意义 了 .为 什么 一 个 在 整个 数 轴 上 


处 处 可 微 的 函数 ， 其 泰勒 展 式 的 收敛 半径 却 只 等 于 1 呢 ? 当 将 等 式 @@ 放 在 复数 范 | 


时 .就 变 成 等 式 全 的 形式 了 ， 其 中 > 是 复数 加 时 


在 整个 复 平 面 上 解析 . 则 可 知 其 收 


全 半径 应 等 于 = .然而 一 并 是 在 整个 复 平面 上 解析 的 , 它 有 奇 点 i ,因而 它 在 原点 2=0 


的 展 式 的 收敛 半径 应 等 于 1, 而 等 式 (1D) 的 右 端 级 数 的 收敛 半径 的 确 是 1. 两 者 一 致 性 在 复数 
领域 4 完全 清楚 了 . 
1 


[ 倒 46] 淆 在 :0 的 名 城内 的 抽 必 式 ， 关 确定 必得 位 
十 2 
解 因为 一 -| LE ] 
(1+2) 1+2 
又 
1 六 > 
—=1-2+2 一 2 + +(-l) 2 + 
1+2 
器 
1+2 
所 以 a 
(+2) 
:= 为 和 天 的 点 义 一 与 0 的 此 渍 为 1， 状 收 作 半 和 为 1 
3 


了 
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【 例 4.7】 求 e eosz 在 >=0 的 邻 域内 的 宕 级 数 展 式 ， 并 确定 其 收敛 半径 . 

解 因 c* cosz 在 整个 复 平面 解析 ， 故 其 惰 级 数 展 式 的 收敛 半径 为 = . 

本 米 可 以 分 别 写 出 和 cosz 的 千 级 数 展 式 ， 然 后 算出 两 个 寡 级 数 的 柯 西 乘积 ， 即 得 
ef cosz 的 泰勒 展 式 .但 采用 另 一 方法 求解 . 


因为 ei(cos z+isinz)= cr 


所 以 ei(eosz+isin2)= 了 


同样 可 得 
.BY 
A 
rer] 天 
注意 到 ote -2cos 委 ， 便 可 由 以 上 两 等 式 得 
~ (V2) cos 亚 
| ) 一 
n=0 nm: 


亦 得 


【 例 4.8】 求 对 数 函数 w=LnQ+z) 的 主 值 w=In(1+z) 在 z=0 处 的 泰勒 展 式 . 
解 w%=ln(1+z) 在 从 z= -1 向 左 沿 负 实 轴 剪 开 的 复 平面 内 是 解析 的 ， 而 z = -1 是 它 昌 
离 z=0 最 近 的 奇 点 ， 所 以 它 在 | 了 |<1 内 可 以 展开 成 z 的 寡 级 数 ， 因 为 


本 1 We 
[n+ 3] = =1-2+7 +CD's"+., |:|<1 


在 单位 圆 内 任 取 条 从 0 到 :的 积分 曲线 C ， 对 上 式 两 端 逐 项 积分 ， 有 


ya 
A 
中 


ls|<1 


或 写成 


ntl 


hiQ+a)= TOY lz|<1 
上 面 的 一 些 例子 给 出 了 将 f(z) 在 点 a 展 成 其 级 数 的 基本 方法 ， 把 一 个 复 变 函数 展 成 容 
级 数 的 方法 与 实 变 函 数 的 情形 基本 一 致 ， 其 中 ， 利 用 展 式 


让 Ez",ls|<1 


70。 
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的 展开 方法 要 给 予 特别 的 关注 ， 项 户 读 者 通过 练习 ， 掌 气 展 开 的 基本 方法 和 技巧 
【 例 4.9】 试 将 /() -二 二 在 点 =1 展 成 共 勒 级 数 . 


解 因为 = 是 /2) 的 唯一 有 限 订 点 , 所 以 ，f(z) 可 在 |z -中 < 一 (2)|=3 内 展 成 泰 
勒 级 数 ， 有 
CA be RR Jee WE | 
2+2 2-1+3 (2-D+3 (z-D+3 
zal 1 dd Clem Me DG-—1y 
定 Ce ) 


一 二 
= ]] sf ] 各 3 
3 3 


TE ple 


4.4 双边 寡 级 数 


对 于 函数 f(z)= -二 ， 在 点 z=0 的 邻 域内 不 解析 ， 因 为 ， 在 点 z=0 的 邻 域内 含有 


了 (z) 的 奇 点 z=0 . 因此 ,在 点 z=0 的 邻 域内 不 能 表 成 匡 级 数 . 虽然 如 此 ， 但 可 设法 将 它 


表示 成 其 他 形式 的 函数 项 级 数 ， 不 难 推 得 : 
当 0<|z|<1 时 , 有 


2 et 
f(2)= 二 
当 0<|z- 直 <1 时 ， 有 
AS 1 让 
Di LO A 


以 上 两 个 级 数 是 既 合 正 写 项 又 含 
2 不 难 知道 ， Se el 直 <1 内 是 解析 的 . 


k， 可 提出 下 列 两 个 问题 来 研究 : 


(0 既 含 正 玫 项 又 含 负 过 项 的 级 数 有 什么 性 质 ? 
(了) 在 去 心 邻 域 0<|z--qd<R 内 解析 的 函数 与 既 含 正 徊 项 又 含 负 第 项 的 级 数 有 无 必然 
联系 ? 


4.4.1 双边 宕 级 数 的 概念 


定义 4.2 称 级 数 


一 一 二 +O(z2—a)++C, (2—a) + (4.8) 
(2-a) z—a 


Fay -+ 


Si 


> 复 变 函 孝 与 积分 变换 
为 双边 震级 数 ， 其 中 a 与 C,(n=0.+1.+2.…) 为 复 常 数 ， 称 C,(a = 0.+l.42.…) 为 双边 宕 级 
数 (4.8) 的 系数 . 

级 娄 4 8 是 由 也 (2 一 0)" (4.9) 与 Eo, (z-aj (4.10) 组 成 .车 对 菜 点 z ， 级 数 (4.9) 与 
(4.10) 同 时 收敛 ， 且 分 别 收 全 于 矿 C 与 4(z)， 则 称 级 数 (4.8) 在 点 z 收敛 , 且 称 f(z)+ f(z) 
为 它 的 和 . 若 对 集 E 中 的 任意 一 点 ， 级 数 (4.9) 与 级 数 (4.10) 都 同时 收 健 ， 则 称 级 数 (4.8) 在 


集 已 上 收敛 . 仿 此 ， 可 定义 级 数 (1.8) 在 集 玉 上 绝对 收 化 和 一 致 收 化 的 概念. 
依次 称 级 数 (4.9) 与 级 数 (4.10) 为 级 数 (4.8) 的 解析 部 分 与 主要 部 分 (或 奇异 部 分 ). 


4.4.2 ”双边 客 级 数 的 收敛 域 及 其 和 函数 的 解析 性 


显然 ， 级 数 (4.8) 的 收 化 域 应 由 级 数 (4.9) 与 级 数 (4.10) 的 收敛 域 的 公共 部 分 构成 . 
对 于 级 数 (4.9)， 其 收敛 域 为 圆 |z 一 a <R(0< R<+~)， 它 在 |z -a|<R 内 绝对 收敛 , 在 
上- 可 < RR'<R) 上 一 致 收 化 ， 它 在 |z -aq|<RR 内 定义 一 个 解析 函数 f(z). 


对 于 级 数 (4.10)， 令 


并 令 C_, =b， 于 是 ， 级 数 (4.10) 变 形 为 
ps BS+hs + ths" + 


比 级 数 的 收 敏 吉 中 四 < 人 <1sto]， 且 它 在 全 < 工 内 绝对 收敛， 在 


r 
< 十 (十 < 二 上 一 妆 收 钱 . 

痪 成 原 米 的 变量 z ， 则 级 数 (4.10) 在 |z 一 qd >r (0 <r<+o) 内 绝对 收敛 ， 在 | 一 吉之 
r'>r 上 一 致 收敛 ， 并 在 |z 一 a| >r 内 定义 一 个 解析 函数 f(z) . 

因此 ， 若 尺 拟 +r ， 则 级 数 (4.8) 在 复 平面 无 处 收效 ， 当 且 仅 当 尺 > 时 ， 级 数 (4.8) 的 收敛 
域 为 

r<lz-al<R 

且 知 它 在 该 圆 环 内 绝对 收敛 ， 在 闭 圆 环 ”< 普 圳 系 尺 <R 上 一 致 收敛 . 

级 数 (4.8) 在 圆 环 ， <|: 一 起 < 民 内 代表 个 解析 函数 /(z) ， 且 有 CD- AGCDO+ CD - 

若 级 数 (4.8) 在 贺 环 r <|z 一 qd| <R 内 收敛 ， 则 称 此 圆 环 为 级 数 (4.8) 的 收 仑 圆 环 . 

类 似 索 级 数 ， 双 边 寡 级 数 有 如 下 定理 (证 明 从 略 ); 

定理 4.11 若 级 数 (4.8) 的 收 但 贺 环 为 -<|z -qj< RO0 志 +r<RR 所 +m) , 则 级 数 (4.8) 在 G 
内 绝对 收敛 ， 且 在 G 内 每 个 较 小 的 同心 闭 圆 环 G':x 所 |z 人 r<r<R'<R) 上 一 致 收 
敛 ， 其 和 函数 在 G 内 为 解析 函数 ， 并 且 可 以 逐 项 求 积 和 逐 项 3 


村 -本 
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4.5 罗 朗 级 数 
由 定理 4.11 可 知 ， 级 数 (4.8) 在 其 收敛 圆 环 内 确定 一 个 解析 函数 ， 反 之 ， 一 个 在 圆 环 内 
解析 的 函数 能 否 表 成 形 如 (4.8) 的 级 数 呢 ? 
4.5.1 罗 朗 定理 


定理 41?7 车 函 煞 />) 在 圆 环 个 ， "<|- 放 <RC0 三 <RSs +ce) 内 解析 , 则 AD) 在 
G 内 可 展 成 双边 肾 级 数 为 


Fe-ay = 这 Se + CL +CO+O(2—MD+ HCL 一 Ga +- (4.11) 
za z—a 
其 中 
0.-7 高 ft Oa ,n=0,+1,+2, (4.12) 
Wi (G—a 


这 里 的 C 为 圆周 -可 = P(r<P<R)， 并 且 系 数 C, 被 A(z) 及 圆 环 G 唯一 确定 ， 


沪 定 理 的 证 明 思 路 与 泰勒 定理 的 证 明 思 路 相同 ， 这 里 从 略 - 
定理 4.12 称 为 罗 朗 定理 , 被 式 (4.12) 确 定 的 式 (4.11) 的 右 端 称 为 f(z) 在 点 a 的 罗 朗 级 数 ， 


由 式 (4.12) 确 定 的 C, 称 为 罗 朗 系数 . 
罗 朗 定理 的 重要 意义 在 于 它 回答 了 将 函数 展 成 罗 朗 级 数 的 三 个 基本 问题 ， 一 是 回答 了 
在 何 处 可 展 的 问题 ， 二 是 回答 了 怎么 展 的 问题 ， 三 是 回答 了 展 式 是 否 唯 的 问题 


由 定理 4.11 与 定理 4.11 可 知 : 在 圆 环 r <|z-a|< RO 志 r<R 志 +o) 内 的 解 术 函数 与 它 
在 点 a 的 罗 朗 级 数 是 等 价 的 . 
4.5.2 函数 展 成 光 朗 级 数 的 例 于 

将 函数 f(z) 展 成 罗 朗 级 数 ， 通 常 有 两 种 给 出 问题 的 方式 : 

(DD 已 知 函数 f(z) 及 圆 环 r <|z 一 a| <R， 求 将 f(z) 在 该 加 环 内 展 成 罗 朗 级 数 . 

(2) 已 知 函 数 A(z) 及 点 a, 求 将 f(z) 在 点 4a 的 去 心 邻 域内 展 成 罗 朗 级 数 . 此 时 也 说 成 “将 
了 (z) 在 点 a 展 成 罗 朗 级 数 ”. 

关于 (1)， 首 先 ， 需 验证 了/(z) 在 圆 环 <|z 一 a| <R 内 解析 其次， 再 设法 展开 . 

关于 (7%)、 首先 ， 需 确定 使 f(z) 在 址 中 解析 的 点 4 的 夫 心 邻 域 0<|z 一 中 < R， 即 确定 
R. 此 时 ， 总 是 取 使 f(z) 在 其 中 解析 的 最 大 的 去 心 邻 域 ， 为 此 ， 只 须 取 R=|a 一 四 即 可 ， 
这 里 的 6 (#0) 是 函数 f(z) 的 离 a 最 近 的 奇 点 . 
【 例 4.10】 试 将 /(z)-=(z? -3z+2)" 在 贺 环 1<|zs|<2 内 展 成 罗 朗 级 数 . 

解 首先, 知道 fz) 在 圆 环 1<|z| <2 内 和 解析, 所 以 ，f(z) 在 该 圆 环 内 可 展 成 罗 朗 级 数 ， 
且 展 式 是 唯一 的 . 

其 次 ， 利 用 展 式 


2 
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1 S 
Te ls|<1 
将 7) 展 成 罗 明 级 数 ， 由 1<|<2 得 站 <1 及 加 <1 
故 
7 re 
7G) 人 GD-2) 2-2 2z-1 
1 1 
GC] 


【 例 4.11】 试 将 f(z)=(z? 一 3z+ 22) 在 上 2 的 去 心 邻 域内 展 成 罗 朗 级 数 . 

解 ” 首先， 确定 使 /(z) 在 其 中 解析 的 的 最 大 因 f(z) 的 有 限 奇 点 只 
和 有 有 1 与 2， 所 以 使/(z) 在 其中 解析 的 息 z=2 的 最 大 去 心 令 域 为 0<|z 一 2|<1- 

其 次 ， 利 用 展 式 


将 f(z) 展 成 罗 朗 级 数 ， 有 


和 - 
7 人 (z-1(z-2) z-2 1-[-(z-2)] 


-LT 2y 
-73D G- 


1 


TED -2 ,0<|z-2<!1 


【 例 4.12】 试 将 (= 开 z 在 点 z=0 的 去 心 邻 域内 展 成 罗 朗 级 数 . 


解 首先 ， 确定 使 六 2) 在 其 中 解析 的 点 2=0 的 最 大 去 心 邻 域 为 0<|z| <+% - 
其 次 ， 将 f(z) 展 成 罗 朗 级 数 ， 有 


= 0<|:|<+ee 
气 Cn+D! 
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【 例 4.13】 计算 | ed 


1 oddee | 
解 dz = ( 二 
小 小 2!2 
ee | te [ Le 
上 12 


【 例 4.14】 计算 | sin2. 
= 


id 


。 让 2 
解 jsn2=| 2 ka 
Pe A (2n+1)! 


=4ni 


4.6 解析 函数 在 孤立 奇 点 的 性 质 


4.6.1 复 平 面 上 孤立 奇 点 及 其 分 类 


定义 4.3 设 点 4 为 函数 f(z) 的 奇 点 ， 若 f(z) 在 点 a 的 某 个 去 心 邻 域 0<|z 一 q|<R 内 
和 解析， 则 称 点 a 为 函数 /(z) 的 孤立 商 点 . 


sinz 与 如 


依 定义 ， 点 z=0 为 函数 一 一 与 一 的 孤立 奇 点 ， 点 2=1 为 函数 sin 一 的 王立 奇 点 . 

定义 4.4 设 点 a 为 丽 数 /= ) 的 王立 奇 让 
(1D) 若 f(z) 在 点 a 的 罗 良 级 数 的 土 要 部 分 
(着 f(z) 在 点 a 的 罗 朗 级 数 的 主要 部 分 


C 证 Cy 
GC-0)” (z-a)”™ 
则 称 点 a 为 了 (z) 的 级 ( 阶 ) 极 点 : 
(3) 著 f(z) 在 点 a 的 罗 记 级 数 的 主要 部 分 有 无 限 多 项 ， 则 称 点 a 为 f(z) 的 本 性 奇 点 . 
依 定义 ， 点 a=0 为 血 二 前 可 去 奇 点 ， 点 z= 0 为 所 的 二 级 极点 ， 点 z=1 为 snT -的 
本 性 奇 点 . 
4.6.2 函数 在 孤立 奇 点 的 去 心 邻 域内 的 性 质 
1. 函数 在 可 去 奇 点 的 去 心 邻 域 内 的 性 质 


定理 4.13 着 点 a 为 Fz) 的 孤立 奇 点 ， 则 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 : 
(DD 点 a 为 f(z) 的 可 去 奇 点 ; 


a 
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CO)lim 7D=Ce0: 
(G3) 函数 f(z) 在 点 a 的 茶 个 去 心 邻 域内 有 和 界 . 
证 由 (1) 推 (2)， 因 为 点 a 为 f(z) 的 可 去 奇 点， 所 以 ，f(z) 的 主要 部 分 为 零 ， 即 


fz)=Co + D+ -a +t.+ C2 -a +.,0<|2-a<R 


lim /(2)= C0) 


故 推 得 (2)- 

由 (2) 推 (3)， 由 极限 定义 即 可 推 得 . 

由 (3) 推 (0D); 只 须 证 f(z) 在 点 a 的 土 要 部 分 为 零 ， 帆 (3), 设 f(z) 在 0<|e a|<R 内 有 
界 为 M >0， 即 |f(z)| 拟 M . 者 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 


则 由 式 (12 有 C, = 二 | 9， 7 
s-ads 


其 中 的 C 为 圆周 |s- P(r<p<R)， 于是， 有 


所 以 ， 当 2 = -1 -2,…- 时 ， 有 


此 一 00p 一 0) 
Pp 


=C,=…=0， 即 f(z) 在 点 a 的 主要 部 分 为 堆 ， 从 而 推 得 (1). 
综 上 所 述 ， 定 理 得 证 . 

2 函数 在 极点 的 去 心 邻 域内 的 性 质 

定理 4.14 若 点 x 为 ,F(z) 的 王立 奇 点 ， 则 下 列 三 个 条 件 是 等 价 的 . 

(DD 点 a 为 f(z) 的 m 级 极点 ; 


CD) 7 在 点 a 某 个 去 心 信 域 0<|z 一 本 < 尺 内 表示 为 KKz)= -A2) 其 中 的 所在 点 a 


(一 


的 邻 域 | 一 q| <RR 内 解析 ， 且 ha)# 0; 
GB 点 a 为 7 的 六 级 地点 (可 去 奇 点 视 作 解析 点 时 ). 
定理 4.15 点 ax 为 函数 /2) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 lim f(z)= = 


Pp 
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3 也 数 在 本 性 奇 点 的 去 心 邻 域内 的 性 质 
定理 4.16 点 a 为 函数 f(z) 的 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 lim f(z) 不 存在 ， 即 当 


2 方 4 时 ，f(z) 既 不 趋 于 有 限 值 ， 也 不 趋 于 % . 
定理 4.17 车 点 a 为 f(z) 的 本 性 奇 点 ,， 且 f(z) 在 点 a 的 充分 小 的 邻 域内 不 为 零 ， 则 点 


a 必 为 -的 本 性 奇 点 . 
7G) 


4.6.3 复 平 面 上 孤立 奇 点 分 类 的 例子 


【 例 4.15】 试问 点 :=0 为 函数 ,F(z)= e: 的 哪 类 奇 点 - 

解 ”处理 这 类 问题 的 思路 十 分 清晰 : 一 是 判定 所 给 的 点 是 所 给 函数 的 孤立 奇 点 ， 
判定 该 点 是 哪 类 研 立 奇 点 . 

首先 ， 因 f(z) 在 复 平面 上 只 有 有 限 个 坷 点 ， 所 以 ， 点 =0 为 f(z) 的 孤立 高 点 . 
其 次 ， 因 f(z) 在 点 的 罗 朗 级 数 为 


ll 
党 


多 


所 以 ， 由 定义 知 点 z=0 为 /(z)= 
【 例 4.16】 设 /(z)=5Q+e)"， 试 求 /(z) 在 复 平面 上 的 奇 点 ， 并 判定 其 类 别 . 

解 首先 ， 来 /2) 的 育 总 72) 的 育 总 出 自 万 程 1+e =0 的 解 . 解 方程 得 

2=Ln(-D)= (2k+Dni, k=0,+1,+2,… 
车 设 2, = CE+Dxi 0,+1,42,…， 则 易 知 为 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 另 外 ， 因 
Qte)|, =0 (+e)|,, #0 

所 以 , 由 零点 的 定义 知 z 为 1+e’ 的 一 级 零点 . 从 而 知 z, =(2x+Dni, k=0,+1,+2,… 均 
为 f(z) 的 一 级 极点 . 
【 例 4.17】 试 问 z=0 是 f(z) 


-于 的 哪 类 奇 点 ? 


ol 


7 


解 、 因 为 hm 人 六 = 吕 ， 所 以 z=0 为 (2)= 生 站 的 极点 ,又 e -1 在 :=0 处 为 夫 ， 


搞 以 z=0 不 是 f(z)= 全 守 的 二 雏 相 点 在 0<|s|<+ 呈 内 ， 有 


所 以 z=0 是 一 级 极点 . 


本 
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【 例 4.18】 试 说 明 点 z=0 不 是 f(z)= 人 可 的 孤立 奇 点 . 
解 、 因 满足 sinL=0 的 点 
2 


了 -二 n=+1,+2,.… 
均 为 1(z) 的 奇 点 ， 而 点 z= 0 A 且 有 limz =0 
即 点 z=0 为 点 集 E -fs —,n=+1,+2,- ] 的 到 点， 所 以 ， 不 存在 使 A(z) 于 其 中 解析 
的 去 心 邻 域 0<|s| <R， i f(z) 的 孤立 奇 点 . 
由 于 z =， n=+l,+2, 请 所 以 ，z 为 Fz) 的 极点 ， 因 此 ， 关 要 问 点 
-0 是 f(z) 的 哪 类 在 点 时 ， 则 可 回答 如 下 ， 点 =- 0 是 f(z) 的 极点 的 到 点 (或 极限 点 )， 或 


者 说 点 z=0 是 态 z) 的 非 孤 立 奇 点 
4.6.4 函数 在 无 穷 远 点 的 去 心 邻 域 的 性 质 
称 满足 不 等 式 
r<|:|<+~, r=0 


的 点 z 的 全体 所 成 的 集合 为 无 穷 远 点 z= 的 去 心 邻 域 ， 记 作 U. (oo,r) 或 UT" (oo,7). 

车 函数 f(z) 在 无 穷 远 点 的 某 个 去 心 邻 域 r<|z|<+%m 内 解析 ， 则 称 点 z= 为 f(z) 的 
孤立 奇 点 . 若 点 z= 是 函数 f(z) 的 奇 点 ， 但 不 是 函数 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 则 称 点 z= 是 
函数 jz) 的 非 孤 立 奇 点 . 

约定 : 阁 无 特殊 声明 ， 则 约定 点 z= ce 为 仕 意 函 数 的 育 点 . 

1 函数 在 无 穷 远 点 的 罗 朗 级 数 


着 令 5 =- 上， 则 /= 人 NG， 


于 是 ， 可 用 大 人 在 5 =0 的 去 心 邻 域 0<||< 工 的 风 妆 级 数 及 其 性 质 来 定义 f(z) 在 点 
z=~m 的 去 心 邻 域 r<|s| <+~ 的 罗 朗 级 数 及 其 性 质 . 
设 4=0 为 ACE) 的 孤立 有 有 点. 刚 有 


KO= Tb" -To + DC” 


©. 和 1 
+ tOC+tOG t+-+tO6 + 0< 人 < 一 
< 7 


“78。 
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f(a)= 日 =HG)= a 


1 
局 
ML 


Cie 入 
一 CC + tO tO +O TY CE r<|:|<+~ 


车 再 令 C ,=b，n=0,+1,+2,…， 则 有 


f(D)= Yb tbe 
这 
b 
= Fe + 人 rt +hz+-, r<|z|<+™ (4.13) 
3 


称 级 数 (4.13) 为 函数 f(z) 在 点 z= 中 的 罗 朗 级 数 ， 称 其 中 的 级 数 立 6 2 为 级 数 (4.13) 的 


要 部 分 ， 称 其 字 的 级 数 卫 ， 2 为 级 数 (4.13) 的 解析 部 分 . 


注意 : 与 函数 f(z) 在 有 限 远 点 的 情况 相反 ， 函数 f(z) 在 无 穷 
分 是 由 非 正 若 项 组 成 ， 而 主要 部 分 是 由 正 举 项 组 成 . 


[ 例 4.19】 试 下 -了 一 在 点 := 中 的 罗 归 级 数 . 
Ee 


出 


点 的 罗 朗 级 数 的 解析 部 


解法 1 月 为 在 原点 的 展 式 ， 设 4 
于 是 ， 求 /Ge) 在 点 z= 的 罗 妆 级 数 便 可 转化 为 求 函 数 
69/ 人 )- 二 在 6 -0 的 罗 闻 级 
由 于 


MS)= 


所 以 ， 


内 表 成 罗 朗 级 数 . ee :有 1 与 ~ 。 丙 个 厅 上 以 id 
内 解析 ， 从 而 在 其 中 可 将 f(z) 展 成 罗 朗 级 数 ， 此 时 ， 利 用 不 等 式 1<|z|<+ 便 得 


,1<|s|<+™ 


79。 
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设 点 
(0U) 若 7z) 在 点 
(9) 车 f(z) 在 点 


函数 f(z) 的 孤立 育 点 ; 
的 罗 朗 级 数 的 主要 部 分 为 零 ， 则 称 点 z= 为 了 (z) 的 可 去 青 点 ; 
;的 罗 朗 级 数 的 主要 部 分 有 有 限 项 ， 设 为 


Bz+h2 ++b,2", b,x0 

则 称 点 z= 为 1(z) 的 力 级 ( 阶 ) 极 点 : 

(3) 若 f(s) 在 点 s-%~ 的 罗 朗 级 数 的 主要 部 分 有 无 限 项 ， 则 称 点 s 一 为 f(s) 的 木 性 
奇 点 . 

依 此 可 知 ， 上 上 := 为 /(:)= 汪 的 可 去 奇 点 。 若 取 /()=1， 那 么 f(z) 在 中 解析 . 

定理 4.18 若 点 z=c 是 函数 的 释 立 奇 点 ， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 : 

苞 数 了 (z) 的 可 去 奇 点 ; 

=C(#c); 


定理 4.19 着 点 z= 是 z) 的 孤立 奇 点 ， 则 下 列 条 件 是 等 价 的 ; 

(DD 点 z= 中 为 函数 f(z) 的 m 级 极点 ; 

(2) f(z) 在 点 z= ce 的 某 个 去 心 邻 域 r<|z|< +ce 内 能 表 成 

/0 - aes) 
其 中 ，a(z) 在 点 z= 的 邻 域 |z|>r 内 解析 (此 时 ， 需 定义 函数 在 点 z= 中 解 析 ， 或 将 问题 归 
为 有 限 点 6 =0 处 理 )， 且 w(co)#0 . 
1 的 吉 级 零点 . 

f(z) 
定理 4.20 点 := 为 1(:) 的 极点 的 充分 必要 条 件 是 lim /=) 一 = ， 
定理 4.21 点 z= 为 f(z) 的 本 性 奇 点 的 充分 必要 条 件 是 lim f(z) 不 存在 . 


3) 点 z= 是 


47 习 题 
1. 下 列 数 列 fa,} 是 否 收敛? 如 果 收 仇 ， 求 出 它们 的 极限 . 
(Da, =Y Ee 
n 
1+m 
人 4 1 一 所 
人 G)a, = 一 到 


80 
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pa 


(4 3 
(5) EY i i 


az]> 


四 


. 军 级 数 本 6,(: 一 2) 能 否 在 := 0 处 收 化 ， 而 在 ==3 处 发 散 ? 为 什么 ? 


4. 如 果 立 cjz 的 收敛 半径 为 尺 ， 证 明 ， 级 数 》 (Rec,)z 和 六 (me )2 的 收敛 半径 都 不 小 


TR. 
yp 1 :如 证 划 2 
5. 对 于 任何 实数 x， 1() -TT 存在 各 阶 导数 ， 但 其 麦克 劳 林 (Maclaurin) 级 数 
和 - 
1Fx 


却 只 在 |s| <1 时 收敛， 利用 复 变 函 数论 中 的 宕 级 数理 论 ， 说 明 其 理由 . 

6. 如 果 级 数 <,z 在 它 的 收 伍 圆 的 圆周 上 一 点 a 处 绝对 收 剑 ， 证 明 它 在 收敛 圆 所 围 的 闲 
区 域 上 也 绝对 收 化 . 

7. 把 下 列 函数 展开 成 z 的 曙 级 数 ， 并 指出 它 的 收敛 半径 : 


1 
1+2 


0 


区 
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oo 


2 


(6)eoszz : 


(Ce 


(eT 


- 把 下 列 函 数 在 指定 点 za 处 展开 泰勒 级 数 ， 并 指出 其 收敛 半径 . 


3 
2 


1 ,3 
DT 


z 
OCT 1 


(5)sin zzo = 工 ; 

x 
(Otan s,s = 
把 下 列 级 数 在 指 ; 


1 
£9 (z+1Xz—2)" 


环 域内 展 为 洛 朗 级 数 


1<|z|<2; 


pr | <10<|-il<1: 


zl -5 
A 
(2-D—2)” 
1 
(Wels,1<||<~: 


(3) 


0<|z-i<L1<|z-2<™; 


sin ,0 < -leo 
t 


了 
2 ts 


(6) ， 在 以 i 为 中 心 的 圆 环 域内 . 


了 
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织 分 和 复 级 数理 论 相 结合 的 产物 ， 在 复 变 函数 本 身 及 其 实际 应 
忆 与 计算 围 线 积分 相关 的 问题 有 密切 关系 . 本 章 的 中 心 问题 是 留 数 
义 看 到 ， 前 面 的 积分 定理 、 a ee 在 学 习 


教学 提示 : 


的 计算 ， 克基 要 就 阶 补 点 处 入 妆 的 计算 ; 能 用 多 地 末 计 


5.1 留 数 的 概念 与 计算 


将 例 413 与 例 4.14 的 结果 转化 为 如 形式 


人 

a 

所 时 

Jsin2e= | Ce 

有 Cn 

这 又 可 写成 

外 这 
一 | ed=C 与 一 | sin 二 dz=C. 
py J 1 


若 用 一 般 的 记号 表示 ， 则 它们 可 写成 


1 本 
Or =C G.D 


其 中 ， 积 分 路 径 C 为 ; |z-ql=p，az# 中 ， 被 积 函数 f(z) 在 点 a 不 解析 ， 但 在 
0<|:-d 所 p 上 解析 ，C 为 /3) 在 点 的 罗 肝 级 数 中 一 的 系数 . 
式 (5.1) 具 有 一 般 性 吗 ? 若是 ， 则 不 仅 可 更 深刻 地 理解 罗 朗 级 数 与 积分 的 紧密 联系 ， 而 
会 产生 一 种 “创造 ”的 欲望 : 赋 子 式 (5.1) 左 端 一 个 新 的 名 称 ， 即 建立 一 个 新 的 概念 ， 然 
后 ， 基 这 新 概念 再 去 探讨 建立 种 新 的 理论 的 可 能 性 . 
下 面 将 要 讨论 的 留 数 理论 即 把 上 述 感 望 变 成 了 现实 . 
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5.1.1 关于 有 限 点 的 留 数 概念 


定义 5.1 设 az co) 为 函数 /(z) 的 孤立 奇 点 ，C 为 圆周 :|z-ql=p， 若 f(z) 在 
0<|z=-dj 系 局 上 解析 ， 则 称 


1 
Ek A 
为 f(z) 在 点 a 的 留 数 (或 残 数 )， 记 作 Res 0,) 或 Res (a)， 即 
Rosa 二 和 /Gd (52) 


由 此 定义 可 见 ， 
(符号 Res(C/eaD 只 有 当 点 “为 函数 /(z) 的 孤立 育 点 时 才 有 意义 . 例如 ， 符 号 


Res 


.0 | 就 无 意义 ， 因 为， 点 a=0 不 是 到 [sinl] 的 际 立 奇 点 . 
多 


(2)Res (了 ,a) 与 积分 路 径 C 的 半径 P 的 大 小 无 关 ( 只 要 使 C 满足 定义 的 条 件 即 可 ) . 例 
如 , 在 


sin 


re 由- 去 go 
世上 二 4… 时 部 不 会 改变 ne (0 的 结果 . 


定义 5.1 中 关于 点 4 要 求 其 必须 是 孤立 奇 点 , 由 于 留 数 是 用 围 线 积分 定义 的 ,所 以 如 果 
4 点 为 解析 点 ， 也 认为 其 留 数 存在 (为 零 )， 还 要 特别 指出 的 是 ， 其 中 关于 点 wa， 积分 路 径 C 
及 函数 .A(z) 的 条 件 与 假设 都 是 在 观察 例 5.6 与 例 5.7 的 过 程 中 抽象 、 提 炼 出 来 的 ， 亦 即 经 
历 了 一 个 从 感性 认识 升华 到 理性 认识 的 过 程 . 若 注意 到 这 点 ， 则 对 于 养 成 良好 的 思维 习惯 ， 
从 而 有 利于 独立 研究 问题 进行 创造 性 的 工作 将 是 有 益 的 ， 
5.1.2 关于 留 数 的 计算 

由 留 数 的 定义 ， 可 以 得 到 下 列 计算 规则 . 

方法 1 利用 式 (5.2) 计 算 Res(f,a). 

用 该 方法 时 ， 对 具体 的 Fz) ， 可 以 选取 特殊 的 值 充 当 式 (5.2) 中 积分 路 径 圆 周 C 的 半径 
进行 计算 . 

方法 2 Res(f,q)=C. (5.3) 

这 里 的 C, 是 函数 广 (2) 在 点 == 4 的 去 心 邻 域内 所 展 成 的 罗 妆 级 数 中 一 -的 系数 - 

z—a 


方法 3 若 点 a 为 函数 /(z) 的 一 级 极点 ， 则 


中 ，C 的 半径 p= 


Vas 
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Res(f.9)=lim(z -f(z) (5.4) 


方法 4 若 点 a 为 函数 7C)= 2 的 一 级 极点 (VC2) 与 Mz) 均 在 点 4 解析 ， 且 
HDF 0D)=0,W()# 0) 则 


PD 


Res( 广 四 = ey 


(5.5) 


事实 上 ， 因 为 (9) 一 0,77a)*0， 政 a 为 函数 JX(z) 的 一 级 零点 ， 从 而 a 尼 志和 的 级 极 


点 .因此 ， 有 
-1 
hz) za 


其 中 ，Q(z) 在 a 后 解析 且 Q(a)# 0. 由 此 得 


Q(z) 


f()=——P() 
py 


其 中 ，P(z)-g(z)Q(z) 在 a 解析 且 Pa)= ga)Q(a)zx0， 故 点 4 为 函数 Flz)= 的 一 级 


极点 . 
由 方法 3，Res( 广 O=lim(z-o72)， 而 AO=0， 所 以 有 


全 


令 z 一 4a， 两 端 求 极限 ， 即 证 得 式 (5.3). 
方法 5 若 点 a 为 函数 f(z) 的 太 级 极点 ， 则 


m1 


Res(f,0)= [(-ay f(a))] (5.6) 


一 -一 lim 一 一 
Cm—1)!z> dz” 


事实 上 ， 由 于 
f(2)=C ,2—a) "++C 2-a) +O -a +Co+O (2—a) + 
以 (zm)” 冬 上 式 两 端 得 
(2-0) f(2)=C, +C u(s— D++t Cs-a) + Oza) + 
两 边 求 (m -1 ) 阶 导数 ， 得 


| 
[G07 f(z)]=(m 一 1)!C ,+ [含有 (z 一 外) 正 短 的 珊 ]. 
令 z 一 a， 两 端 求 极限 ， 即 证 得 式 (5.6). 式 (5.4) 是 式 (5.6) 的 特例 . 

由 以 上 5 种 计算 留 数 的 方法 可 见 ,前 两 种 适用 于 孤立 奇 点 , 后 三 种 仅 适用 于 极点 情形 . 


了 
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【 例 5.1】 设 f(z)= ， 求 Res (了 ,0). 


解法 1 由 式 (5.2) 得 
1 5z 一 


Ros) 
A 
52-2 
LED 
~ 2xi 2 


El 
注意 : 这 里 的 积分 路 径 的 半径 并 非 只 能 取 14, 只 须 使 半径 小 于 1 即 可 满足 定义 5.1 的 条 件 . 


解法 2 因 点 z=0 为 f(z) 的 孤立 奇 点 ， 所 以 ， 在 (03:0<|< 汪 内 在 


52—2 
/2)=——. 


由 此 得 C_, =2， 依 式 (5.3) 得 Res(f,0)=2. 


解法 3 因 点 z=0 为 /(z) 的 级 极点 ， 所 以 ， 依 式 (5.4) 得 
Re 0) =i? 


52—2 


解法 4 因 点 z=0 为 /(z)= 的 一 级 极点 ， 所 以 ， 由 式 (5.5) 得 


GT 
euo-| =2 
[zz-D] 1,, 
5.1.3 ”关于 无 穷 远 点 的 留 妆 


仿照 有 限 远 点 留 数 的 定义 ， 可 以 对 无 穷 远 点 的 留 数 给 出 定义 
定义 5.2 设 2= 中 为 函数 f(z) 的 孤立 有 点 ，C 为 回 周 : |s|=p, 若 f(z) 在 R<|s|<+ 


内 解析 (R< p)， 则 称 汪 ; 踢 72)ds 为 函数 7C2) 在 点 == 的 留 数 臣 下 数 )， 记 作 Res(/ ,=) 
或 Res( 中 )， 即 


Rao 二 各 Ad GD 


这 里 的 C- 表示 积分 是 沿 国 线 C 的 负 方向 进行 . 
= ds -re 
Res(f,°°) if/ pt flz)ds 


"86。 
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即 
Res(f,%°)=-C, (5.8) 
至 此 ,计算 Res(f,%) 的 方法 有 两 种 ， 式 (5.7) 与 式 (5.8). 
注意 ; (1) 利 用 式 (5.7) 时 ， 要 注意 其 积分 路 径 是 C -而 非 C; 
(2 利用 式 (5.8) 时 ， 点 ,一 是 其 中 的 C ,是 f(z) 在 2=o。 的 菜 个 去 心 令 
域内 的 罗 闻 级 数 中 的 系数 ， 二 是 C ,前 面 的 “- ”号 别 委 了 ; 


03) 可 以 把 企 s= 中 处 的 留 数 和 转化 为 化 零 息 处 的 窗 数 米 对 答 ， 变 换 后 用 下 式 计算 
Res(f,™) 


Res(f,%) -eo |/ . Ea (5.9) 
事实 上 ， 由 于 == = 为 孤立 有 点 ， 取 半径 户 充 分 大 的 正 向 圆周 C:||= 户 ， 使 Fa) 在 
P< 国 <+" 内 无 其 他 有 限 坷 点 令 ~ 二， 并 设 2 -pes -re”， 则 p -1，0--p， 于是 有 
5 
Ros = /0 = /pe )pi0d0 


1 2 上 i 
=- 一 ad 
2aih A 国 书 


-L$ /45 (|s|=1/p 为 正 向 ) 
2mi -NS/G) 


【 例 5.2】 设 . Fa)=G+2)e7， 求 Res( 广 co) . 


【 例 5.3】 试 证 ; 若 f(z)=2s(2?+D?(zt+2)?， 则 Res(f 

解法 一 ”只 须 计 算 Res( 广 c) 即 可 - 为 此 ， 利 用 式 (5.8) 来 做 . 
某 个 去 心 邻 域 U"( 吕 ，R) 内 展 成 罗 朗 级 数 ， 而 这 又 需 确定 一 个 RR， 使 f(z) 在 (ww，R) 内 
解析 ,为 确定 RR， 只 须 将 /(z) 的 全 部 有 限 奇 点 置 于 某 个 圆 |s|<R 中 即 可 ,而 f(z) 的 全 部 
有 限 奇 点 来 自 使 z+1=0 及 z+2=0 的 点 ， 所 以 ， 由 这 些 点 的 分 布 状况 ， 只 须 取 R 之 2 


“87。 
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由 二 级 数 乘法 法 则 可 推 得 C, =1 ， 故 由 式 (5.8) 推 得 
Res(f.%°)=-1 
解法 二 ”利用 式 (5.9) 由 于 z=0 为 
| 1 
吃 寺 - pr 
的 一 级 极点 .所 以 


Ro (fo) ine 
zz 420 + 2 + 22") 


Res(F(z) ee)= -esf 全 9- -1 


z 


5.2 留 数 定理 


定理 5.1 设 区 域 G 是 由 转 线 C 的 内 部 构成 ( 见 图 5.1), 若 函 数 f(z) 在 G 内 除 含有 限 个 
奇 点 4,0,…,a, 外 解析 ， 且 在 G= G+C 上 除 点 wa,a 外 连 


SN 续 ， 则 


证 “分别 以 点 aa 为 圆心 , 以 适当 的 pl(>0) 为 半径 
作 圆周 :| 一 oj|= p=42… 克 ,使 ,C2…,C, 与 C 起 满 
足 定理 3.4 的 条 件 . 于 是 ， 经 验证 ， 由 定理 3.4 得 
$f Oe -Th 


6 


ffs =2n TRes(f,a) (5.10) 
2 气 
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中 Ad =2niRes(Pa)， j=1,2,…,n 


hf) =2xiy Res(f.a,) 
© 1 


定理 $.1 被 称 为 留 数 基本 定理 . 它 揭示 了 复 变 函 数 沿 围 线 的 积分 与 留 数 间 的 联系 ， 从 
而 ， 氟 供 了 一 种 计算 复 变 函数 没 转 线 积分 的 方法 ， 
【 例 5.4】 计算 积分 | 一 dz，a>1. 


上 +2az+l1 

解 ”首先 ， 弄 清 被 积 函 数 在 积分 路 径 内 部 有 无 奇 点 . 由 ?+ 24z+1=0 求 出 被 积 函数 的 
奇 点 有 

站 =-a+w-1 与 5=-a-y1 

因 a>1, 所 以 ,|z,|>1, 又 因 |s3|=1， 故 |s| <1， 即 在 积分 路 径 内 部 只 有 被 积 函数 的 一 个 
奇 点 4 =-a+ya -1l. 

其 次 ， 经 检验 ， 由 式 (5.10) 得 
『 2 de =niRes[ A .a 


中 到 +2oz+1 


3 2i 上 -2 
Cr20C-32)] Ye-l 
为 将 研究 深入 下 去 ， 若 取 C 为 圆周 ，||= p， 且 使 f(z) 在 扩充 复 平面 上 的 全 部 有 限 奇 
点 da 均 位 于 C 的 内 部 ， 则 由 定义 5.2 可 将 式 (5.10) 的 左 端 写成 
$f)ds =-$ f(a 
=—2xiRes(f.°°) 


于 是 ， 由 式 (5.10) 得 


Res( 广 co)+ 立 Res(f,a)=0 


气 


时 ， 有 : 
定理 5.2 着 函数 ./(z) 在 扩充 复 平面 上 除 有 限 个 奇 点 ,4…,4,， 中 外 是 解析 的 ， 则 


f(z) 在 点 4,0@…,4,， 中 处 的 留 数 之 和 


a 


“a 复 变 隔 数 与 积分 变换 


Res( 太 ce)+ 六 kes(ra)=0 (5.11) 
气 
由 式 (5.10) 与 式 (5.11) 可 见 ， 者 能 较 容易 地 算出 Res( 广 ) ， 且 7 越 大 ， 则 利用 式 (5.11) 
计算 祥 Res( 太 儿 ) 的 优越 村 也 越 大 ， 从 而 大 大 方便 了 积分 由 72)dz 的 计算 . 定理 5.2 与 定理 
气 过 
5.1 配合 得 如 此 “默契 ”， 再 一 次 体现 了 数学 内 部 的 “和 谐 性 ”， 从 而 给 予 了 人 们 一 种 “ 美 
的 享受 ”! 


【 例 55】 设 f=- -3 ，u(U=L2. .7) 为 方程 了- 二-0 的 解 ， 试 求 
Res(F.5+y Res(/.a ) 的 值 
解 经 检验 ， 可 用 定理 5.2. 于 是 ， 有 
Res(/.5)+ FRes( fs) =_Res(f,%) 
为 计算 Res([, 中 )， 将 /Cz) 在 NC,9):9<|z|<+~ 内 展 成 罗 朗 级 数 ， 有 


7G)= 


0 
i 
党 
1w 
十 
使 
十 
十 
办 
皆 
Nm 
十 
ET 
沁 
b= 
ILI 
== 
+ 
be 
LI 
~ 
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利用 级 数 乘法 将 上 式 石 端 写成 级 数 后 得 C ,=0， 于 是 ， 有 Res(/, 中 )= -C =0， 从 而 得 


7 
Res(f,5)+ PRes(f,4,)=0 
气 


5.3” 留 数 在 计算 某 些 定 积分 上 的 应 


由 5.2 节 的 讨论 可 以 看 到 , 留 数 在 计算 复 变 函数 f(z) 沿 围 线 C 的 积分 时 是 很 有 用 的 , 基 
于 此 ， 能 否 研究 、 导 出 留 数 在 其 他 方面 的 应 用 ? 
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若 将 围 线 C 分 成 两 条 (或 mm 条) 首尾 相 接 的 曲线 CG 与 C,， 而 且 设 f(z) 在 由 C 的 内 部 G 
及 C 构成 的 闭 区 域 G=G+C 上 满足 定理 5.1 的 条 件 , 同时 ，f(z) 在 G 内 也 满足 定理 5.1 的 
条 件 ， 则 由 定理 5.1 有 

fas+ [road=2myRedsa) 


其 中 ，4,0w,…, 为 了 (z) 在 G 内 的 全 部 奇 点 ， 

由 上 式 可 知 ， 由 于 右 端 易 求 ， 所 以 ， 在 左 端的 两 个 积分 中 ， 只 要 能 求 出 其 中 之 一 ， 那 
么 ， 另 一 个 也 就 可 求 出 了 . 因此 ， 留 数 不 仅 可 用 来 计算 函数 沿 闭路 的 积分 ， 而 且 还 可 用 来 
计算 某 些 函 数 沿 非 闭路 的 积分 . 

特别 地 ， 若 要 计算 实 变 函 数 f(x) 沿 x 轴 上 某 一 路 径 (a,5) 的 积分 时 ， 则 为 了 利用 
定理 5.1, 可 适当 选取 辅助 函数 f(z) (或 F(z))， 并 和 运 当 补充 某 一 曲线 厂 , 使 矿 连同 (a,5) 一 
起 围 成 一 个 区 域 ( 见 图 5.2), 日 使 f(z)( 或 F(z)) 在 G 与 G 上 满足 定理 5.1 的 条 件 ， 于 是 , 由 
定理 5.1 便 有 

[far+ [ras =2riy Res( ,a,) 


其 中 ，4,@,…a 是 f(z) 在 G 内 的 全 部 奇 点 . 
由 上 可知， 一旦 左 端 中 的 积分 | /Gz)dz 可 以 求 得 或 可 用 所 求 积 分 /Godx 表示 时 ， 屠 


么 ， 计 算 积分 三 f(x)de 的 问题 就 解决 了 ,因为 ， 右 端 容易 求 出 , 但是， 一般 而 言 ， 积 分 
ff) 的 计算 是 不 容易 的 . 不 过 , 如 果 再 使 问题 变 得 特殊 一 些 , 例如 , 取 a=--R， b=RR， 


用 半 个 圆周 C; 取代 矿 ( 见 图 53)， 那 么 ， 有 可 能 算出 积分 f(z)dz ， 从 而 计算 出 实 积分 


far. 很 遗憾 ， 这 也 不 是 件 容易 的 事 . 


cx 

A by 

a 人 -RO R 二 
图 52 图 53 


尽管 如 此 ， 若 能 算出 im 『 7(z)dz， 则 宾 是 怎样 一 种 结果 呢 ? 
将 定理 5.1 用 于 图 5.3， 有 


[fdr+ {f(s)d =2rY Res(f,a,) 


若 两 端 取 极 限 后 得 


相 
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全 reodr+ Hin [7 Oe 2m Rd) 
则 计算 积分 三 /Cx)dx 的 问题 就 归 为 计算 极限 lim | 7(=)d: 的 问题 了 , 因为 ， 右 端 易 求 . 而 
对 某 些 函数 f(z) (或 F(z)) 来 说 ， 人 人们 在 实践 中 已 获得 了 些 计算 lim [f(z)dz 的 结果 . 这 
Ce 


些 结果 被 归纳 为 一 些 引 理 ， 如 引 理 5.1、 引 理 5.2 与 引 理 
s.3( 正 明 从 咯 ) 

引 理 51 设 C, 为 圆周 C:|z|=R 上 的 一 段 弧 ( 见 
图 5.4)， 函 数 f(z) 在 Ci(R 充 分 大 时 ) 上 连续 ， 若 对 Cs 上 
的 任意 的 点 z 均 有 


lim 4 (2)=k 


则 
Jim Tadz=K6-ai 
引 理 5.2 设 C, 为 圆周 C :| 中 = 上 的 一 段 弧 ( 见 图 5.5), 函数 f(z) 在 C，(7 充分 小 时 ) 
上 连续 ， 若 对 C, 上 的 任意 的 点 z 均 有 
lim(s ea) 一 


则 
lim {f(2)ds = KP -oi 
引 理 53 设 cv 为 圆周 C:|=R 上 的 上 半 个 圆周 
图 55 0< fr， =z= Reie ，F(z) 在 Ci(R 充 分 大 时 ) 上 连续 ， 


若 对 Cs 上 的 任意 的 点 z 均 有 limF(z)=0， 则 


J FC)"dz=0, m>0. 
总 


利用 这 些 引 理 讨论 三 类 实 积分 的 计算 . 为 方便 起 见 ， 对 将 要 讨论 的 积分 的 存在 或 收敛 
均 不 一 一 检验 ， 即 在 积分 存在 的 前 提 下 讨论 . 


5.3.1 积分 1: [Mt 的 计算 


这 里 的 P(x) 与 G(x) 分 别 为 x 的 a 次 和 加 次 多 项 式 ， 且 有 加 -mn 宇 2; P(x) 与 Q(X) 无 公 
因 式 ; Q(x) 在 实 轴 上 无 零点 . 

解法 

第 一 步 : 选取 辅助 函数 
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并 求 出 了 7(z) 在 上 半 平 面 的 全 部 奇 点 aa:2 。 
第 二 步 ， 选取 辅助 积分 路 径 C 如 图 5.6 所 示 : 由 实 


轴 上 的 [RR] 与 上 兴 同 周 Cs 组 成 的 转 线 C ， 其 中 的 尺 
的 选取 要 使 ,2 ， ,> 全 在 C 的 内 部 ; > 
第 三 步 : 利用 定理 5.1 得 
三 reode+ | rod -2nyRePan 图 5.6 


令 R 一 +ce ， 对 上 式 两 端 取 极限 得 


(7de+ im {7 (Od =2nD Ros(f.a) 
己 pe 


而 由 引 理 5.1 有 
dn, | f(r 0 
名 
故 
万 Arenae=2riyRes(A2) 
即 


(5.12) 


式 (5.11) 可 作为 公式 用 . 
【 例 5.6】 计算 积分 | 一 -一 一， 
ttl 


解 经 验证 ， 此 祝 分 可 用 式 (5.12) 计 算 - 


2 


首先 ， 求 出 一 生 = 一 一 一 在 上 半 平 面 的 人 部 奇 点 ， 令 
QO s+ 本 工 
z+2:+1=0 
即 
z+2 +1=(2 +227+D) -2 

=(22 + -2 
=(722+7+1X7 -7+D)=0 

是 ， 卫 中 在 上 闪 平 面 的 全 部 奇 点 只 有 两 个 ，& + 与 p= 了 + 

Q(7) 2 PE 
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且 知 道 ，w 与 订 均 为 了 2) 的 一 级 极点 
2G) 


其 次 ， 计 算 留 数 ， 有 


中 - 色 C-a a 
2 NE- PeraxtA 
1+V3i 
Aai 
Pz) 汉人 2 
le ME-ae -peraerp 
_1-Ai 
A 


最 后 ， 将 所 得 留 数 代 入 式 (5.11) 得 


三 一 ee ee Ca) 
“x +x +1l QC) Q(z) 


5.3.2 积分 1: [We 
这 里 的 P(x) 与 Q(x) 分 别 为 x 的 n 次 和 m 次 多 项 式 ， 有 目 有 m-n 之 1; P(x) 与 Q(x) 无 公 
因 式 ，Q(x) 在 实 轴 上 无 零点 ; 大 >0 . 
解 
第 一 步 : 选取 铺 助 函数 /2)=< 


并 求 出 f(z) 位 于 上 半 平 面 的 全 部 奇 点 


区 


第 二 步 : 选取 辅助 积分 路 径 C 如 图 5.6 所 示 : 该 路 径 是 由 实 轴 上 的 [-R,R] 与 上 半圆 周 
Ci 组 成 的 围 线 C ， 其 中 只 的 选取 要 使 5,z2,…,2, 全 位 于 C 的 内 部 ; 
第 三 步 : 应 用 定理 5.1 得 


广 edx+ I f(z)dz= 2riD Res( 2 
第 四 步 ; 令 R 瑟 + ， 对 上 式 两 端 取 极限 得 
[A Lim rd -2riy ResCf,z,) 


而 由 引 理 53 有 
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7 二 =0 


故 
站 7eotr=2ayRes7.z) 
即 
人 5.13 
万 or (CA (5.13) 
式 (5.13) 可 作为 公式 用 ， 且 由 式 (5.13) 可 导出 以 下 两 个 公式 : 
[C2 oan EO 的 ] (5.14) 
QO) OC) 
P(x) 了) 
三 -Dept m2 ae (5.15) 
【 例 57】 计算 积分 [一 zdx，a>0 
十 Gf 


解 经 验证 ， 该 积分 可 用 式 (5.13) 计 算 - 
首先 ， 求 出 辅助 函数 f(z)= < = 在 上 半 平 而 的 全 部 奇 点 . 
a 
由 s+ 中 =0 解 得 z=ai 与 =-ai 为 f(z) 的 奇 点 , 而 a>0， 所 以 ，f(z) 在 上 半 平 面 只 
有 一 个 奇 点 qt， 且 qi 为 f(z) 的 一 级 极点 . 
其 次 ， 计 算 留 数 ， 有 


ze 可 - lim(z ~ ai) 
Ea 


日 


Nim 
(zai)(z+ai 2ai 
最 后 ， 由 式 (5.13) 得 
-6 eo » 无 
三 dr ae 二 可 - 地 


基于 例 5.7， 由 式 (5.14) 与 式 (5.15) 容 易 得 到 
Tp sinx 


和 
过 


们 Cosx 


dr=— 
3 四 
Pat he 2 ae 


【 例 5.8】 计算 积分 Ey B20, b>0. 
只 二 及 


能 『 全 rin fr 有 | sin fr 


o Cx +h “(x To 


1 sm Xe 
| 
2 0 (x +b 


0 
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了 
=7Imn [ms [sy oy | 


风 
i F ne- | | 
2 1 (Dy (z+ bi) 


5.3.3 积分 UL: 扩 Raleoswwsinx)dx 的 计算 


这 里 的 Ra(eos x,sin x) 表示 一 个 关于 cosx 及 sinx 的 有 理 函 数 ， 且 它 在 [0,2z] 上 连续 . 

由 aosr 及 sinr 均 为 周期 函数 ， 有 人 Raleos rsin Ddr= 人 Roleosrsin dr 怎样 计算 3 
型 积分 ? 这 里 给 出 两 种 方法 . 

(DD 将 王 型 积分 归 为 计算 复 变 函 数 沿 围 线 的 积分 . 

为 此 ， 需 将 被 积 函 数 变 为 复 变 函数 ， 且 要 将 积分 路 径 变 成 一 条 围 线 . 

为 将 Ra(eosx.sin x) 变 为 2 的 复 变 函 数 , 只 须 将 cosx 与 sinx 分 别 用 变量 md: 而 
这 又 需 和 和 Gosx 与 sinx 分 别 用 和 cosx 与 sinx 的 众 多 公式 中 有 一 


ee 1 .此 时 ,者 令 z=er , 则 有 cosx= 二 oa 
条 De™ 77 
2 -1 
2iz 


同时 ， 由 于 z=e*， 所 以 |z|=1， 且 当 x 由 0 变 到 2x 时 ，z 恰 好 在 圆周 C:|z|=1 上 变动 
一 周 . 所 以 ， 积 分 路 径 变 成 了 围绕 C :| 
至 此 ,只 须 令 z=e™ , 即 可 实现 将 3 型 积分 归结 为 计算 复 变 函数 沿 围 线 的 积分 的 愿 涩 .有 


人 Raeos wsinDdr= 人 Ra 


Hi 


C) 将 王 型 积分 归结 为 计算 1 型 积分 . 

为 此 ， 需 将 被 积 函数 变 为 菜 一 实 变量 + 日 要 将 积分 路 径 变 为 (-o,+). 

为 将 Ra(eos x,sin x) 变 为 实 变量 上 的 有 理 函 数 ， 只 cosy 与 sinx 分 别 表 成 的 有 理 函 
数 旭 本 .向 这 义 需 先 将 cosx 与 sinx 分 别 用 x 表示 出 来 . 在 表示 cosx 与 sinx 的 众多 公式 中 
有 一 个 是 


此 时 ， 车 令 t=tan 了 ， 则 cosx 与 sinx 均 可 用 1 的 有 理 函数 表示 出 来 从而， 实现 了 将 
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被 积 函 数 Ra(cos x 


困 变 为 ! 的 有 理 函 数 的 


同时 ， 由 于 += tan 衬 ， 所 以 ， 当 x 由 -xt 变 到 x 时 ，t 由 -ee 变 到 +ce ， 故 积分 路 径 也 变 成 了 
所 期 望 的 (-co,+). 于 是 ， 有 


| Ra(cosx,sin x)dx= 了 Ra(cos x, sin x)dx 


rp -ee 2 六 
=|_Ra g ‘—zd 
LL ( 洁 埃 ] 1+e 


至 此 ， 只 须 令 4= fm， 即 可 将 3 型 积分 归结 为 计算 1 型 积分 的 愿望 变 成 现实 , 
综 上 所 述 ,内 须 令 2-e 或 1-tan 袜 ， 即 可 将 3 型 积分 的 计算 归结 为 已 经 解决 过 的 积分 


3 
类 型 . 
在 实践 中 ， 常 用 变换 z=e" 来 计算 3 型 积分 - 


2 
= ,0<pa<l 
tp 


户 1 dr=l _ 1 
9 1-2peosx+p iz[-ps* + (pi+1):-p]| 
让 1 dz 
1 人 
Ce 
pb 
1 
一 一 -2FiKes i ,Pp 
je- 万 ) 
Va 
1 
=—27| lim(z-p) OOo— 
sp 
于 -en 
P 
2 0<P<1 
1p 


eR 
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“5.4 ”对 数 留 数 与 辐 角 原理 


22 qe = qri 
1+2 


ge=2ni 与 | 


jt 


发 现 它们 的 共同 点 是 : 

(1) 等 式 左 端 均 是 复 变 函数 治国 线 的 积分 ， 匡 被 可 函数 都 是 分 式 . 同 时， 该 分 式 的 分 子 
恰 是 分 母 的 导数 ， 

(2) 等 式 右 端 均 含 2xi . 

(3) 等 式 左 、 右 两 端的 联系 由 变形 后 的 


| 


p27 Fl 


可 见 : 等 式 右 端 中 与 2xi 相 乘 的 1 或 2， 恰 是 左 端 中 被 积 函 数 的 分 母 z 一 1 或 1+ z? 在 积 
分 路 径 内 部 的 零点 个 数 . 这 种 联系 是 偶然 现象 还 是 必然 规律 ”下面 的 定理 5.3 给 了 了 回答 . 


5.4.1 对 数 留 数 


它们 的 级 为 
忆 ， 它 们 的 级 


， (20; 函数 /2 在 C 内 部 有 n- 和 本 
Re el ,bb, 外 解析 ， 则 


4 


式 (5. A 的 对 数 留 数 ， 它 提供 了 一 种 计算 复 变 函数 沿 
围 线 积 A: 


1 


-Ya ->A (5.16) 
A 


将 一 个 & 级 的 零点 算 作 z, 个 零点 ， 把 一 个 忆 级 的 极点 算 作 及 个 极点 ， 则 
5 15) 右 上 的 差 就 是 天 数 /(z) 在 围 线 C 的 内 部 的 零点 个 数 与 极点 个 数 之 差 . 

按 上 述 约 定 ， 式 (5.16) 提 代 积分 的 方法 就 更 简单 了 - 

例如 ， 对 于 f(z)= 2* 一 1 而 言 ， 易 得 


dz 


=2xix10 =20ri 
上 
式 (5.16) 从 “ 量 ” 的 方面 揭示 了 函数 /(z) 关 于 围 线 C 的 对 数 留 数 的 特征 ， 这 里 ， 自 然 
会 想 ， 能 否 从 “ 形 ” 的 角度 来 揭示 它 的 特征 呢 ? 
下 面 的 定理 赋予 了 式 (5.16) 的 一 种 几何 解释 . 
定理 54 设 有 围 线 C 与 函数 f(z)， 若 f(z) 在 C 的 内 部 及 C 上 满足 定理 5.3 的 条 件 ， 则 


2 i 
D0 2B- et) (5.17) 
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式 中 ，Au arg f(z) 衣 示 z 沿 C 的 正 向 绕 行 一 周 时， 函数 f(z) 的 辐 角 改变 量 ， 

定理 5.4 称 为 辐 角 原理 ， 利 用 它 可 获得 本 节 的 中 心 内 容 傅 葡 定理 ， 
5.4.2 ” 傅 歇 定理 及 其 应 用 

定理 5.5 设 C 是 一 围 线 ， 阁 函数 六 2) 与 gxz) 均 在 C 的 内 部 及 C 上 解析 ， 且 满足 

lg < :ec 

则 f(z)+ glz) 与 f(z) 在 C 的 内 部 的 零点 个 数 相同 (一 个 n 级 零点 算 作 n 个 零点 ). 

证 由 辐 角 原理 ， 只 须 证 

Ac arg[f (2)+ 5)]= A arg f (2) 


(7) 
A, ar 2)|= A a zl 
carg[/ (=)+ 9(z)]= A wr | | 


=A,arg f(z)+A. sel + 


所 以 ， 又 只 须 证 al sa- 即 可 ， 
7G) 


为 此 ， 令 w=1+ HD 

fl) 

本 2) 
于 是 = 号 

是 wi 


由 此 可 知 ， 当 zeC 时 ， 有 |w-1|<1. 
这 表明 ， 当 z 沿 C 线 行 一 周 时 ， 相 应 的 函数 值 w 在 圆 lw-1|<1 内 的 一 条 围 线 C' 上 变化 一 周 
( 见 图 5.7)， 由 于 这 里 的 C' 的 内 部 不 可 能 包含 原点 ， 所 以 


sult so]-o 
(7) 


从 而 ， 有 


. 1 
Zr arg[/ (+ Wp arg / (2) 
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即 .Fa)+9o(2) 与 7Cz) 在 C 内 部 的 零点 个 数 相同 . 

定理 5.5 称 为 儒 葡 定理 ， 也 称 为 零点 个 数 比 较 定 理 . 它 提供 了 一 种 判定 解 术 函数 的 零 
点 个 数 的 方法 . 
【 例 5.10】 试问 函数 g(z)=3z* -7z; -2z+1 在 |z| <1 内 有 几 个 零点 ? 

解 令 

f(2)=-72, Pz)=32—2z+1 

由 于 f(z) 与 qkz) 均 在 |s|<1 上 解析 , 且 在 |z|=1 上 满足 |p(zj <|/(z， 所 以 ， 由 定理 5.5 
可 知 , g(z) 与 f(z) 在 |z| <1 内 的 零点 个 数 相同 .而 f(z)=-7z! 在 |z|<1 内 有 5 个 : 
为 f(z) 的 五 级 按 前 面 的 约定 算 作 5 个 零点 )， 故 g(z) 在 |z|<1 内 有 5 个 零 


5.5 习 题 


1. 设 函数 f(z) 及 g(z) 满足 下列 条 件 之 一 : 
(Dz= 有 分 别 是 f(z) 与 8(z) 的 加 级 与 n 级 极点 : 
(z= 媚 分 别 是 /(2) 与 g(z) 的 mm 级 与 4 级 零点 : 
(3) f(z) 在 z 点 解析 或 2=z 是 了 f(z) 的 可 去 奇 点 或 是 极点 ， 而 z= 是 g(z) 的 本 性 奇 点 . 
试问 f(z)+ g(2)，f(z)g(z)，g(2)/ f(z) 在 z= 纪 处 分 别 具 有 什么 性 质 ? 


2. 下 列 各 函数 有 哪些 优 立 奇 点 ? 各 属于 哪 一 种 类 型 ? 如 果 是 极点 ， 指 出 它 的 极点 
Ds 


人 


(9 


Cosz+sinz 


Orarey’ 


(6) sin 日 
2 


(7 


(8)sin 工 + 


We ds 


(10) tan sz . 
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i 


4. 
人 


. z=0 是 函数 


是 函数 1 的 几 级 极点 ? 


(sin2 + sh 2 — 22) 


求证 : 如 果 翅 是 f(z) 的 mlm 请 2) 级 零点 ， 带 么 元 是 了 1(z) 的 wn-1 级 零点 . 


如 果 f(z) 和 g(z) 是 以 z, 为 


的 两 个 不 恒 等 于 零 的 解析 函数 ， 那 么 


tin Cs jim A) (或 两 端 均 为 ~) 
:4 g(2) 7% gz) 


。 求 下 列 各 函数 在 有 限 复 平面 内 各 王立 奇 点 处 的 留 数 . 


| 


0) 


2 


(Otanz: 


(Deos 


(8) 2" sl (z 为 正 整数 );， 
2 


= 


(CZ 


10)sin—2—. 
《 Dn 


.利用 留 数 计算 下 列 积分 . 


7 


D 和 一 一 一 一 dz 
"| er 
2 
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(@ 中 q+z+2)c dz. 


Ha 


oo 


. 求 下 列 函 数 在 = 点 的 留 数 . 


a 


(Deosz—sinz: 


9. 利用 = 点 的 留 数 计算 下 列 积分 . 


人 
ezdz ; 


CD 中 


1+2 


(2 二] 
ye 
| "ys 


(OR Qtsinly'dz, (为 自然 数 ) 


an 
Wi (1 为 自然 数 ，x >1). 
Hr 
10. 计算 下 列 积分 . 
2 db 
人 
0 


"5+3sing 


dr 
加 [二 Te>0) 


xd 
oF (+x Xx +2x+ 2) 
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se f+ XSin xdx 
OOF et 
2x sin mbdO 


,， (mm 为 正 整 数 ) ; 
oo 5+4cosO 


(6) 


OF Trg; 人 >0)， 


A +sin 
lt 
1+x 


(8) 


+ XCOS Xdx 


»| 
pT 


sin nx 
o x1—x) 

11， 证明; 方程 z+ 0 有 三 个 根 位 于 国 环 域 1<|z|<2 内 . 

12. 设 g(z) 在 圆周 C :|z|=1 上 及 其 内 部 解析 ， 且 在 C 上 |gxXz)| <1， 证 明 : 在 C 内 只 有 一 个 
点 2。， 和 使 qlz。)=z。 

13， 试 证 : 方程 2 -z+3=0 所 有 的 候 者 位 于 贺 环 域 1<|z| <2 内 . 


(10) 
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雪 汪 扣 > 共 形 映射 是 从 几何 的 角度 来 对 解析 函数 的 性 质 和 应 
虑 上 所 讨论 的 问题 转化 到 比较 简单 的 区 域 上 进行 、 在 
入 有 广泛 的 应 用 . 

教学 目 币 过 本 章 的 教学 ， 使 学 生 了 解 解 术 函 数 的 导数 的 几何 意义 及 保 角 映射 的 概 
念 ; 掌握 wm= zs (C 为 正 有 理 歼 ) 和 w=e 的 映射 性 质 ; 学 担 线 性 映射 的 性 质 和 分 式 线性 映 
射 的 保 周 性 及 保 对 称 性 ; 会 求 一 些 简单 区 域 (如 平面 、 半 平面 、 角 形 域 、 圆 、 带 形 域 等 ) 之 
间 的 保 角 映射 . 


行 讨论 ， 这 种 方法 
C 休 力学、 电磁 学 、 


6.1 解析 函数 的 映射 性 质 


6.1.1 解析 函数 的 保 域 性 与 保 角 性 

从 儿 们 的 角 层 来 拧 讨 解 入 孙 数 ， 会 契 到 这 样 一 个 同 题 : 看 京 家 G 为 以 域 ， 则 篆 G 是 全 
仍 为 区 域 ? 对 这 个 问题 ， 可 以 给 出 一 个 结论 (证 明 略 ): 

若 函数 w= f(z) 在 区 域 G 内 解析 ， 且 不 是 一 个 常数 ， 则 G 的 象 G'= f(G) 是 区 域 . 

这 个 结论 表明 一 个 非常 数 的 解析 函数 所 作 的 映射 具有 保 域 性 (将 区 域 映 射 为 区 域 ) 因 
支 结论 称 为 保 域 性 定理 
下 面 从 几何 的 角度 来 观察 一 下 与 w= 7(z) 相关 的 一 些 量 的 解释 
(1) 线 倾角 的 复数 表示 . 
设 C 是 一 条 连续 曲线 ， 其 方程 为 

z=2(1), a<i1<p 


所 有 , 则 在 曲线 C 上 的 点 3 = 人) 处 的 切线 存在 ， 且 此 切线 的 倾角 


著 z(D#0，aw 友 

为 Argz"(h). 
事实 上 ， 如 图 6.1 所 示 ， 者 相 定 天 各 的 下 祁 认 漠 训 于 大 的 六 向， 则 此 方向 与 向 
一 2 一 3 


量 ee 的 方向 相同 ， 由 此 可 知 ， 向 量 2 包 的 辐 角 Arg 一 各 与 制 线 坟 的 倾角 相等 ， 而 


站 o 站 


limS— 2 ), 26)#0 


of 
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故 
2-20_ + 
lim Arg A) 
即 在 曲线 上 的 点 a， = z() 处 的 切线 存在 ， 且 此 切线 的 倾角 为 Argz'(4) ， 从 而 便 获 得 切线 
的 倾角 的 复数 表示 . 
iy » 
1 
a wo, * 
a | 
6.1 


(2) Argf (zo) 的 几何 意义 . 

设 G 是 区 域 ， 函数 w= f(z) 在 G 内 连续 ， 对 于 zeG ， 有 f(z0)#*0. 如 图 6.1 所 示 ， 
C 为 一 条 从 点 z 出 发 的 连续 曲线 ， 其 方程 为 

z=2D, hh th, 2=2(6) 

若 设 z()#=0 ， 则 由 前 面 (0 的 讨论 知道 ， 曲 线 C 在 点 必 有 切线 ， 且 此 切线 的 倾角 为 
Arsz Go) - 

若 曲 线 己 经 w= 2) 映 身后 的 象 为 曲线 CC ， 则 CC'= (EC) 的 方程 为 

w=f[z], % w=wh)= f[z(6))] 


由 于 
WR)= TCD) 20) #0 

所 以 ， 由 线 C' 在 w, = f(s,) 处 有 切线 ， 且 该 切线 的 倾角 为 
Argw’(1) = Argf (20) + Argz‘(1) (GD 

式 (6 1) 表 明 ， 像 曲线 0 在 点 w, = /(7,) 处 的 切线 可 由 原 银 遇 线 C 在 点 二 的 切线 旋转 一 
个 角度 Araf'(zy)( 中 的 一 个 ) 而 得 到 (这 里 , 假定 = 平面 与 w 平面 重合 , 且 使 > 轴 与 x 负 ，? 轴 
与 » 轴 正方 向 相同 ， 并 设 点 wo 与 重合) 

由 此 ， 称 Argf%) 为 映射 w= f(z) 在 点 处 的 旋转 角 . 易 知 ， 旋 转角 只 依赖 于 点 ， 
而 与 曲线 的 形状 和 方向 无 关 . 称 旋转 角 的 这 种 性 质 为 旋转 角 不 变性 

至 此 可 知 ，Argf"z,) 的 几何 意义 是 映射 w= f(z) 在 点 5 处 的 旋转 角 ， 且 此 旋转 角 具 有 
旋转 角 不 变性 . 

由 旋转 角 不 变性 立即 可 获得 一 个 重要 性 质 ， 对 于 过 续 函 数 w= /(z)，z<G， 若 
(oz=0， 二 9 EG， 则 过 点 2 具有 切线 的 任意 两 条 有 向 连续 曲线 Ci 与 C, 的 夹 角 ( 二 曲线 在 
点 己 的 切线 所 来 的 角 ) 与 象 曲线 在 点 册 = /(z,) 的 类 角 保持 大 小 相等 且 方向 相同 ( 即 由 原 象 曲 
到 C, 的 旋转 方向 与 由 象 曲 线 C 到 Cy 的 旋转 方向 是 一 致 的 )。 该 性 质 称 为 保 角 性 
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G)|F(zo] 的 几何 意义 . 
在 与 讨论 C2) 时 所 作假 设 相同 的 条 件 下 ， 容 易 得 到 
f(z)— f(%) 


fo -tin 加 


上 式 表明 ， 象 曲线 C 上 从 w = f(z) 出 发 的 无 穷 小 的 弦 长 与 原 象 曲线 C 上 从 甩 出 发 的 
所 对 应 的 无 穷 小 的 弦 长 之 比 的 极限 不 为 零 . 因此 ， 称 | 了 7"(z, | 为 映射 w= 了 (z) 在 点 的 伸缩 
率 . 显然， 这 伸缩 率 只 依赖 于 点 a ， 而 与 曲线 C 的 形状 及 方向 无 关 ， 这 种 性 质 称 为 伸缩 率 
的 不 变性 - 

至 此 可 知 ，| 记 (zj 的 几何 意义 是 映射 w = f(z) 在 点 的 伸缩 率 ， 且 此 伸缩 率 具有 伸缩 
率 不 变性 . 

设 映射 w= f(z) 在 区 域 G 内 连续 ， 若 它 使 通过 点 zeG 的 任意 两 个 有 向 连续 曲线 间 的 
夹 角 的 大 小 及 方向 保持 不 变 ， 则 称 该 映射 在 点 3 是 保 角 的 . 

着 映射 w= f(z) 在 区 域 G 内 的 每 一 点 都 是 保 角 的 ， 则 称 该 映射 为 区 域 G 内 的 保 角 映 
射 ， 或 称 该 映射 在 G 内 是 保 角 的 . 


6.1.2” 共 形 映射 概念 


f(z) 在 的 邻 域内 是 一 一 的 ， 且 在 s, 具 有 保 角 性 和 伸缩 率 不 变性 ， 则 称 映 
6 是 共 形 的 ， 或 称 w= f(z) 在 是 共 形 映射 若 映射 m= f(z) 在 区 域 G 内 每 
点 都 是 : 你 污 映射 为 区 域 G 内 的 共 形 映射 ， 或 称 该 映射 在 G 内 是 共 形 的 . 

简单 地 说 ， 若 映射 w= f(z) 在 区 域 G 内 是 单 叶 且 保 角 的 ， 则 称 该 映射 为 区 域 G 内 的 共 
形 映射 

由 以 上 讨论 可 得 出 结论 ， 若 函数 w= f(z) 在 区 域 G 内 解析 ， 则 它 在 导数 不 为 零 处 是 保 
角 的 . 

由 于 在 区 域 G 内 的 单 叶 解析 函数 w= f(z), 具有 六 (z6)#* 0(z6 eG) 的 性 质 (可 作为 练习 ， 
试 证 一 下 )， 于 是 可 得 : 车 函数 w = /(z) 在 区 域 G 内 单 叶 且 解析 ， 则 它 在 G 内 是 保 角 的 . 

进而 还 可 以 得 到 ， 若 函数 w= f(z) 在 区 域 G 内 单 叶 且 解析 ， 则 

(Dw= f(z) 是 区 域 G 内 的 共 形 映射 ， 且 G 的 象 G'=/(G) 为 区 域 ; 

(2)w= f(z) 的 反 函 数 z= 广 :Go) 在 G' 内 单 叶 且 解析 ， 并 有 


1 
Fi)” 
将 前 面 的 讨论 总 结 一 下 ， 有 下 述 结论 。 
定理 6.1 车 函数 w= f(z) 在 解析 ， 有 目 Gz,)#0， 则 映射 w= f(z) 是 共 形 的 ， 而 且 
Arg/"(z。) 表示 这 个 映射 在 za 的 旋转 角 ，| 六 (zj| 才 示 这 个 映射 在 z 的 伸缩 率 . 如 果 解 析 函 数 
w= f(z) 在 G 内 处 处 有 ‘(zs6)z#*0， 则 上 映射 m= f(z) 是 G 内 的 共 形 映射 . 


六 (= eG, w=/(w)e0 
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6.2 ” 几 个 初等 函数 的 映射 性 质 


6.2.1 函数 w==+ 大 (因为 常数 ) 的 映射 性 质 


(1) 是 平移 变换 . 
事实 上 ， 若 令 z=x+ 廊 ，w=u+ 记 有 =a+ 动 ， 则 有 二 1 
v=y+h 


由 此 易 知 ，w= z+ 是 一 个 平移 
(在 复 平面 处 处 是 保 角 的 ， 这 是 因为 ， 在 复 平面 上 处 处 有 w'=1z#0. 
(3) 将 圆周 映射 为 圆周 . 

6.2.2 函数 = 好 (大 为 常数 ， 且 大 #0) 的 映射 性 质 
(DD 是 旋转 与 促 长 (或 缩短 ) 变 换 的 又 加 . 
事实 上 ， 若 令 2=re’?， w= peir， 大 = Rei%， 

则 有 


pe =rReil24) ， 


从 而 有 
P=1R 
=(0+0)+2mr 
于 是 ， 由 = 得 到 w 的 过 程 可 视 为 ， 先 将 = 旋转 一 个 角度 向 ， 然 后 ， 再 将 | = 促 长 (或 缩短 ) 
到 尺 倍 ， 便 可 由 = 著 得 w 一 如 . 
(在 复 平面 上 处 处 是 保 角 的 . 这 是 因为 ，w' = 大 #0 在 复 平面 上 处 处 成 立 . 
为 了 下 面 讨论 方 使 ， 先 给 出 关于 圆周 对 称 点 的 概念 . 
设 有 圆周 C :|z -al=R， 若 有 两 点 a 与 z, 均 在 同一 条 始 于 圆心 a 的 射线 上 ， 并 满足 


[a -ds -d=R 
则 称 点 与 ,关于 圆周 C 是 对 称 的 . 此 时 , 也 称 点 与 ,是 关于 圆周 C 的 对 称 点 . 特别 地 ， 
规定 圆心 a 与 点 ~ 是 关于 圆周 C 的 对 称 点 


Vv) 
6.2.3 函数 w = 的 映射 性 质 
01) 该 映射 称 为 反 演变 换 或 倒数 变换 ， 它 是 相继 施 可 
行 两 个 对 称 变换 的 结果 : 一 是 关于 实 轴 对 称 ; 二 足 关 于 el 
单位 圆周 对 称 . 
事实 上 ， 将 = 平面 与 w 平 面 (如 图 6.2) 所 示 重 合 后 ， 图 62 


若 令 z=Re*， 则 
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它 可 视 为 -= 三 = Rei 与 w= 二 复合 而 成 , 亦 即 由 ?= Re 映射 为 w= 广 e” 的 过 程 可 
视 为 ， 四 先 将 Reie 映射 为 Re ， 回 再 将 Re “其 对 为 二 和。 而 他 是 关于 实 轴 的 对 称 变换 ， 


@@ 是 关于 单位 团 周 的 对 称 变换 . 
(2) 在 复 平 面 上 除 >=0 外 .处 处 是 保 角 的 这 是 因为 内 =- 鼎 在 去 捷 点 -= 后 处 处 不 
G) 将 团 周 映射 为 国 周 。 
事实 上 ， 若 设 2=x+ 了 y=4+ 训 ， 则 将 它们 代入 w= 中， 经 整理 得 


+t 


是 ，z 平 面 上 的 圆周 (或 直线 ) 4(x*+y)+ Bx+Cy+D=0 依 上 述 对 应 关系 得 到 在 w 平 面 


于 是 ， 


上 的 象 为 


即 
Dl +Y)+t+Bu-Cry+A=0 
由 上 式 可 知 , 时 射 w= 上 , 当 4z#0，Dz0 时 , 将 加 周 映射 为 团 周 ; 当 4z 0， DD=0 时 ， 
= 
将 圆周 映射 为 直线 ， 当 4=0， Dz# 0 时， 将 直线 映射 为 圆周 ， 当 4=0， D=0 时 ， 将 直线 


映射 为 自 线 - 
基于 此 ， 若 约定 : 将 直线 理解 成 半径 为 无 穷 大 的 圆周 ， 则 使 可 说 上 
性 或 保 圆 性 ， 即 w=1/z 将 圆周 映射 为 圆周 . 


变换 共有 保 贺 周 


6 2 4 窜 配 数 与 根 式 琴 数 的 映射 性 质 
1， 血 了 歼 
w= 2z"， 7 为 大 于 1 的 自然 数 
(D 设 G 为 射线 argz= 鸟 ， 求 经 w=s” 映射 后 的 象 G'. 


为 确定 G'， 首 先 ， re, w=Re” 
其 次 , 将 z 与 w 代 入 w=2z" 中 ， 得 
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R= 
人 
这 里 ， 在 第 二 个 等 式 的 右 端 咯 去 了 2kir (上 为 整数 )， 其 原因 是 不 会 改变 象 的 位 置 ， 或 者 说 ， 
这 样 做 不 会 影响 象 的 确定 . 
最 后 ， 由 G 确定 G', 因 G 为 2 平面 上 的 映射 线 argz 玉 ,所 以 ， 有 p=n0 
故 G' 为 w 平 面 上 的 射线 argw=n0. 
(2) 设 G 为 圆周 5 ， 求 经 w= 2 映射 后 的 象 G'. 
前 两 个 步 双 与 山 同 ， 现 在 米 确定 0， 由 于 ，( 为 圆周 | 中 = 为 ， 所 以 ， 有 


= 总 
故 G' 为 w 平 面 上 的 圆周 | 巴 = 交 - 
(3)w=2" 将 模 相 同 而 入 角 相 差生 的 整数 倍 的 点 与 2 映射 为 同一 点 . 
(Dw=2” 将 
2 元 ,2 
GkE args <(K+1)TE, k=0,L,2,n-l 


映射 为 G' :0 <argw<2r . 
这 里 的 G' 即 为 从 原点 起 沿 正 实 轴 前 开 的 w 平面 ( 见 图 6.3). 


图 6.3 


由 于 G. 与 G' 均 可 视 为 一 种 角形 区 域 ， 所 以 ， 该 性 质 表 明 ， 圭 函数 具有 将 角形 区 域 的 
张 角 扩大 的 映射 性 质 . 
易 知 ， 每 一 个 G (k=0,1,2,…,n 一 1) 都 是 w=z" 的 单 叶 性 区 域 . 


2. 根 式 函 数 


w= 人 ， 为 大 于 1 的 自然 数 
因为 w=z" 在 G, (k=0,42…,n-1) 内 单 叶 、 和 解析 ， 所 以 其 反 函 数 w=4fz 在 
万 =0,1,2,…,n 一 1 时 的 单 值 支 2, 在 G' 内 均 为 单 叶 、 解 析 的 函数 ， 且 这 些 单 值 支 分 别 将 G' 映 
届 为 ,Gi…,G, ( 匈 图 6.3)， 
由 此 可 知 ， 根 式 函 数 的 每 个 单 值 支 具有 将 角形 区 域 (如 G' 那样 ) 的 张 角 缩小 的 映射 
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6.2.5 ”指数 函数 与 对 数 函 数 的 映射 性 质 
1. 指数 函数 


w—e” 
(D 设 G 为 平行 于 实 轴 的 直线 》= 为 ， 求 经 w= 所 映射 后 的 象 G' 
为 确定 G'， 首 先 , 令 
其 次 ,将 上 面 所 设 的 z 与 w 代入 w=e ， 得 对 应 规律 
et 
P= 
这 里 ， 出 自 与 稼 函数 相同 的 原因 ， 在 写 第 二 个 等 式 时 略 去 了 2kr (为 整数 ). 
最 后 ， 由 弛 网 定 作 - 由 于 G 为 自 线 y= yy， 所以, 得 = 名 ， 故 G' 为 w 平 面 上 的 一 条 
始 于 原点 的 射线 p= 为- 
(2) 设 G 为 ; xx 一 为 10 委 》 和 2， 求 经 w= 对 映射 后 的 象 G . 
op 下 人 证 GO 由 于 G 为 线段 : x= ,0 
应 规律 得 p =。” 2x， 故 G' 为 圆周 |w=e” 
GG) 设 G 为 ， 一 co <x <+%, 2kr < y < 2k+ Dn, 下 求 经 w=e 映射 后 的 象 G'. 
前 两 个 步骤 同 (4)， 现 在 由 G 确定 G'. 由 G, 中 的 x 与 y 的 取 值 范围 可 得 G' 的 p 与 g 的 


取 值 范围 是 : 
0<D<+ce，2k<g<2(+l)r， 大 为 整数 . 


由 此 可 知 ，G 为 w 平 面 上 从 原点 起 始 沿 正 实 轴 章 开 的 平面 ( 见 图 6.4). 


2=X+iy, w= pe”. 


2x， 所 以 ， 由 对 


2. 对 教 函 数 


z=Lnw 


由 指数 w=e’ 在 G, (k=0,+1,+2,…) 内 单 叶 、 解 析 ， 可 知 ， 其 反 函 数 2=Lnw 在 
万 =0,+1+2,… 时 的 单 值 支 2 在 G' 内 均 为 单 叶 、 解 析 函 数 ， 且 这 些 单 值 支 分 别 将 G' 映射 为 
G4,G,G4,0,,G,,…( 见 图 6.4). 

由 此 可 见 ， 对 数 函 数 的 每 个 单 值 支 具 有 将 角形 区 域 (如 G' 那样 ) 映 射 成 平行 于 实 轴 的 带 
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形 区 域 ( 见 图 6.4) 的 映射 性 质 . 
6.2.6 ” 茹 科 去 斯 基 函 数 的 映射 性 质 


站 科大 斯 基 函 数 : 本 -并 了 ! DD 


(0) 将 国 周 ||=7(>1) 映射 为 椭圆 周 . 
首先 ， 令 2=ree， w=t+ 负 


其 次 ， 将 所 设 2 与 w 代 入 式 (6.2) 得 对 应 规律 


i= ye Ll 

2 r (63) 
ee 

2 7 


最 后 ， 定 象 . 由 式 (6.3) 容 易 得 到 象 的 坐标 满足 


Da 


ee 
1 1 1Y 
-|r+— -|r-— 
4 A 


由 此 可 知 ， 圆 周 ||=r(>1) 的 多 为 w 平面 上 的 贿 贺 周 ， 其 t 半 轴 为 了 [+ 短 半 轴 
r 


为 贡 "-. 焦点 为 (-10) 与 (1.0) . 


并 且 ， 由 于 ”>1， 所 以 ， 当 = 沿 圆周 = 的 正 向 绕 行 一 周 ( 即 ! 由 0 变化 到 2x) 时 ， 
其 象 也 沿 椭 圆周 的 正 向 绕 行 一 周 . 

(2) 将 G:|z|>1 映 射 为 G': 去 掉 线段 [-1.1] 的 w 平 面 . 

事实 可 将 G 视 为 由 无 穷 个 圆周 |z|=r(>1) 组 成 的 集合 ， 因 此 ， 为 了 求 G' ， 只 须 确 
定 这 无 穷 个 圆周 的 象 即 可 - 

基于 (1) 的 讨论 ， 知 道 这 无 穷 个 圆周 的 象 是 无 穷 个 椭 贺 周 ， 并 且 当 x(x>1) 一 1 时 ， 有 


所 可 > 六 ->。 

变 r - r 

即 椭圆 周 的 长 半 轴 趋向 1， 而 短 半 轴 趋向 0， 因 而 相应 的 梢 圆周 使 退 化 为 w 平 面 上 的 线段 
[-11]; 又 当 " 一 + 时， 有 


| 二 下 1 
二 | r+ 二 | 一 +c r--|>+™ 
2 a 


即 相应 的 梢 圆周 越 来 越 人 ， 以 盏 扫 过 去 挤 线 息 [-L] 的 w 平面 ， 
综 上 所 述 ， 西数 w+] 将 GH>1 中 出 为 0'， 去 控 线段 [11] 的 w 平 面 . 
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6.2.7 分 式 线性 变换 的 映射 性 质 
称 变换 


为 分 式 线性 变换 ， 其 中 的 ab,c,d 为 复 常 数 ， 且 ad -be 0. 
先 弄 清 式 (6.4) 的 “结构 ”. 
当 c-0 时 ， 式 (6.4) 变 为 
a__b 
2 (6.5) 
当 c#0 时 ， 式 (6.4) 变 为 
c(as+b)+ad—ad 
c(cz+d) 


w= 


a pc 一 ad 1 


c c cz+td 49 
， 则 式 (6.5) 成 为 


da 
w=Ez+F 
这 可 视 作 前 而 讨论 讨 的 映射 1Cw= z+ 廊 ) 与 映射 Xw= 和 ) 的 复合 - 
又 车 令 4=4，B= 名 -人 9 =6z， =C+q， = 上， 则 式 (6.6) 可 视 作 由 映射 
C 7 
w= /A+ BE, 湛 y=G+d, 6=cz 
7 
人 合 而 成 而 这 四 种 映射 就 是 前 面 讨论 过 的 映射 (w=s+ 思 .映射 20w = 嫩 ) 映 射 3w 上 ) 
或 是 映射 1 与 映射 2 的 复合 ， 
综 上 所 述 ， 式 (6.4) 的 “结构 ”是 由 平移 变换 、 旋 转 与 伸 长 (或 缩短 )3 
而 成 . 
为 便于 研究 分 式 线性 变换 在 扩充 复 平面 的 性 质 ， 约 定 : 
当 c#0 时 ， 在 点 :一 -人 处 规定 w= 吕 
o 


复合 


， 在 点 2= 中 处 规定 w=2: 
< 


当 e-=0 时 ， 在 点 z=c 处 规定 w=s- 


= 中 的 夹 角 cw ， 是 指 在 反 演 变换 下 这 两 条 曲线 的 象 曲线 
定 ， 若 考虑 = 平面 上 相交 于 点 z= < 处 的 两 条 曲线 C, 与 C, 的 夹 


角 时 ， 则 总 是 考 由 在 溉 换 人 = 下 曲线 C 与 C, 的 象 曲线 C, 与 C, 在 6 平面 上 的 点 6=0 处 
的 夹 角 ， 即 用 GC 与 cy 在 点 4=0 处 的 夹 角 充当 与 C, 在 点 z= 的 夹 角 . 


最 后 ， 约 定 : 在 扩充 复 平面 上 将 直线 视 作 圆周 (一 个 过 无 穷 远 


点 的 特殊 圆周 ). 
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下 面 讨论 分 式 线性 变换 的 映射 性 质 .为 此 ， 先 对 映射 1、 映 射 2、 映 射 3 的 映射 性 质 进 
行 讨论 ， 进 而 得 出 一 般 分 式 线性 映射 的 性 质 . 

了 ) 保 形 性 
w= 吃 + 有 (kz0) 在 扩充 复 平面 是 保 角 的 . 

w= 万 # 0， 所 以 在 点 z# 中 处 w= 如 + 用 是 保 角 的 ， 

其 次 ，m= 刀 +P 在 点 z= 中 也 是 保 角 的 . 

事实 上 ， 由 于 当 z= 吕 时 ，w= 中， 所 以 ， 按 约定 ， 考 虚 在 点 z= 与 点 w= 处 的 二 
由 线 的 来 角 时 ， 需 同时 对 z 与 w 引入 两 个 反 演变 换 ， 设 习 _] E 


一 ， 7 一 一 . 
2 Ww 


由 此 ，w= 恕 +h 便 成 为 1 


dy +k 


(ng +k) 


=0 


[leo 
de 天 


所 在 =0 处 是 保 角 的 ， 从 而 ，w== 全 + 在 点 z= 吕 是 保 角 的 ， 
RE +k 


综 上 所 述 ，w= 放 + 在 扩充 复 平面 是 保 角 的 ， 
反 沉 变换 w -在 扩充 复 平面 是 保 角 的 . 


所 以 ，1= 


当 zz0 时 ， 因 为 2-- 访 #0， 所 以 w= 二 在 zz0 及 zz 处 是 保利 的 . 


其 次 ，w= 工 在 :=0 处 是 保 角 的 。 


事实 上 ， z=0 时 ，w=c ， 所 以 ， 按 约定 ， 引 入 变换 
1 
= 一 
Ww 


于 是 ，w= 上 便 成 为 =2， 显 然 ，7=: 在 点 z=0 处 是 保 角 的 ， 可 知 ww= 在 点 2=0 处 是 


保 角 的 . 


最 后 , w= 在 点 :=0 处 是 保 角 的 . 按 约定 , 引入 变换 6 = 


后 , 得 w=6 ,显然 , w= 


在 6 =0 处 是 保 角 的 ， 从 而 知道 ，w= 上 在 点 z= 处 是 保 角 的 . 


综 上 所 述 ， w= 上 在 太 充 复 平面 是 保 角 的 . 

由 于 分 式 线性 变换 在 扩充 复 平面 是 单 叶 的 ， 且 它 是 由 前 面 讨论 的 睦 射 1、 映射 2、 映射 
3 复 台 而 成 ， 所 以 ， 可 得 下 面 的 定理 . 

定理 62 分 式 线性 变换 在 扩充 复 平面 是 保 形 的 . 

习 保 辐 周 性 

定理 6.3 分 式 线性 变换 将 扩充 复 平面 上 的 圆周 或 直线 映射 为 扩充 复 平面 上 的 圆周 或 


slas 
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直线 . 
3) 保 对 称 点 性 
在 扩充 复 平面 上 的 两 点 4 与 ,是 关于 圆周 C 的 对 称 点 的 充 要 条 件 是 通过 与 2 的 任 
何 圆周 与 圆周 C 正 交 . 


事实 上 ， 若 C 是 直线 ， 通 过 C 的 两 个 对 称 点 a 与 z, 的 任何 圆周 显然 与 C 正 交 ， 
于 1 5 与 2 之 中 有 一 个 是 无 穷 远 点 , 那么 通过 与 ,的 任何 圆周 
也 就 是 直线 ， 显 然 与 C 也 正 交 ， 


若是 半径 为 有 限 的 圆 |s qd|-R， 芋 4 与 2, 是 
重 过 a 与 z, 的 直线 


、 关于 C 对 称 的 两 个 有 限 运 点 ， 则 通过 与 的 直 4 
AAA ( 毕 径 为 无 穷 大 的 圆周) 显然 与 C 正 交 . 作 过 与 的 


2 任 一 半径 为 有 限 的 圆 厂 ( 见 图 6.5), 过 a 的 
设 切 总 为 >， 由 平面 儿 休学 的 切割 线 定 埋 可 

， 切 线段 长 度 的 平方 等 于 割 线 长 度 | -| 与 审 线 
8 在 加 六 外 延长 线 长 度 |= -二 的 生 积 ， 即 


l= =|s -dls, -qd 
由 对 称 点 的 概念 , 有 |z'-q|=R， 这 表明 切 点 为 2' 在 圆周 C 上 , 即 圆 了 的 切线 恰好 过 圆 C 的 
半径 ， 因 此 圆 C 与 圆 了 正 交 . 
反 过 来 ， 作 过 3 与 2 的 任 一 半径 为 有 限 的 圆 卫 ， 与 圆 C 交 于 一 点 ， 由 于 圆 C 与 圆 三 正 
交 , 本 在 z' 的 切线 通过 圆 C 的 圆心 < ， 显 和 ;在 这 切线 的 同一 侧 . 又 过 3 与 2 作 一 直 
线 工 (半径 为 无 穷 大 的 贺 )， 由 于 工 与 圆 C 正 交 ， 故 工 通 过 圆 C 的 圆心 ， 于 是 3 与 2 在 通 


过 a 的 一 条 射线 上 ， 由 切割 线 定理 得 


pc 
[a eal sh:= 


即 有 与 3 是 关于 C 的 对 称 点 . 

由 上 述 结论 ， 可 得 : 

定理 6.4 设 w= f(z) 为 分 式 线性 变换 , 若 扩 充 z 平 面 上 两 点 a 与 2, 关 于 圆周 C 对 称 ， 
则 w= 了 (4) 与 w= 了 (z,) 两 点 关于 团 周 C'= 了 (C) 对 称 . 

事实 上 , 设 广 是 通过 w 与 如 的 任意 一 个 圆周 ， 则 其 原 象 上 是 过 3 与 z, 的 圆周 ， 由 a 
与 关于 C 对 称 ， 有 了 与 C 正 交 ， 再 由 分 式 线性 映射 的 保 角 性 知 六 与 C" 正 交 ， 即 过 人 与 
地 的 仕 意 一 个 加 与 C' 止 父 ， 因 此 二 与 地 基于 对 称 . 

4) 保 交 比 性 

车,z, 4,24 为 扩充 复 平面 上 彼 比 互 异 的 四 点 ， 则 称 


Ee A 


为 这 四 点 的 交 比 (或 非 调和 比 )， 记 作 (z1,2;,23;24)， 妈 
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(6.7) 


2 2 一 2 


中 ， 若 有 一 点 为 ce ， 则 式 (6.7) 中 含 该 点 的 项 


对 于 式 (6.7)， 约 定 : 在 21,z 
用 1 代 符 . 例如 ，(zsco, zy z)= 王 -和 


由 交 比 的 概念 ， 很 容易 得 到 下 面 的 定理 . 


定理 65 者 有 分 式 线性 变换 = 到 二 ， 则 


cz+ 
hs Ws Ws ) = (1s 70s 2302 


_az.+b 


其 中 ，w。 k=1,2,3,4. 


cz + 
定理 6.5 表明 ， 分 式 线性 变换 具有 保 交 比 性 . 
定理 6.6 者 分 式 性 性 变换 将 扩充 复 平面 (z 平面 ) 上 3 个 互 异 的 点 z1,z,,z3 映射 为 扩充 
复 平面 (w 平 面 ) 上 的 三 点 w,,w,,w;， 则 此 分 式 线性 变换 就 唯一 确定 ， 且 可 写成 


doh de RE ee A 


(6.8) 
nt nk 
定理 6.6 表明 ， 由 三 对 对 应 点 即 可 唯一 确定 一 个 分 式 线性 映射 ， 在 写 式 (6.8) 时 ， 其 中 
若 出 现 有 的 点 为 时 ， 则 仍 按 式 (6.7) 后 的 约定 处 理 . 
【 例 5.1】 试 冰 将 点 吕 ,0,1 分 别 映 射 为 应 的 分 式 线性 变换 ， 
解 令 z) = %%,z, = 0,2, =1，w = 0,w, = 1,W% = 吕 ， 则 由 式 (6.8) 得 


即 为 所 或. 
6.3” 共 形 映 射 的 基本 问题 举例 


6.3.1 共 形 映射 的 基本 问题 

共 形 映射 的 基本 问题 是 ， 对 任意 给 定 的 两 个 单 连 通 区 域 G 与 G' ， 是 否 存在 一 个 单 叶 、 
解析 函数 能 将 G 保 形 地 映射 成 G = f(G)? 若 存 在 ， 是 否 唯 一 . 

定理 6.7 若 G 为 扩充 复 平面 上 的 一 个 单 连通 区 域 ， 其 边界 点 不 止 一 点 ， 则 必 存 在 单 
叶 、 解 析 函 数 w= f(z) 将 G 映 射 为 单位 团 D;， 又 若 对 G 内 某 一 点 & 满 足 条 件 


f(DW=0 有 f(D>0 
则 函数 w= f(z) 是 唯一 的 . 《证明 略 ) 
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定理 6.7 称 为 黎 曼 定 理 ， 它 为 共 形 映射 的 基本 问题 提供 了 答案 . 

定理 6.8 ” 设 单 连通 区 域 G 与 G' 分 别 是 简单 闭 曲线 C 与 C' 的 内 部 , 者 函数 w= f(z) 在 
G=G+C 上 解析 ， 且 将 C 双方 单 值 的 映射 为 C'， 则 函数 w= 所 2) 在 G 内 单 叶 且 将 G 映射 
为 C《 证 明 咯 ), 

定理 6.8 称 为 边界 对 应 定理 ， 它 将 区 域 问题 变 为 考查 察 边界 问题 ， 解 决 了 w= f(z) 怎 
么 找 的 问题 . 


6.3.2 例子 


【 例 62】 求 将 上 半 平 面 Imz >0 映 射 为 单位 圆 |w|<1 的 分 式 线性 变换 ， 且 使 点 
z=Q(Ima >0) 映射 为 点 w=0( 见 图 6.6)- 


图 6.6 
解 ”用 构造 法 . 依 显 意 ， 所 求 映射 应 将 z 平 而 上 的 实 轴 映射 为 w 平 而 上 的 单位 圆周 
c:M= 
由 将 点 z= 映射 为 点 w=0， 而 关于 z 平 面 上 的 实 轴 与 点 a 对 称 的 点 是 ， 关 


于 w 平 面 上 的 圆周 C 与 点 w=0 对 称 的 点 是 > ， 所 以 ， 由 分 式 线性 变换 有 具有 保 对 称 点 性 可 
知 ， 拟 求 映射 除 应 将 点 z=a 映 射 为 点 w=0 外 ,还 应 将 点 = 睦 射 为 点 w= 吕 . 又 因 所 求 
映射 是 分 式 线性 变换 ， 故 可 构造 为 


二 一刀 


一 ， 天 为 待定 系数 
[23 


w=ke 


为 确定 万 ,只 须 利用 该 变换 需 将 实 轴 上 的 点 z = x 映射 为 单位 圆周 C :|w|=1 上 的 点 的 事 


x—0 


实 ， 即 当 z = x 时， 有 |w|=|k。 


= 网 =1. 由 此 得 下 = ee.0 为 任意 实数 . 


x-& 


至 此 ， 便 得 


一 ，Imcxx >0， 0 为 任意 实数 (6.9) 
经 验证 ， 式 (6.9) 即 为 所 求 . 
事实 上 ， 当 z = x 时 ， 由 式 (6 9) 得 


z—a 


2 ie 
下 = 
一 区 


ee 


二 


= | 


又 式 (6.9) 是 分 式 线性 变 澳 , 故 式 (6.9) 将 z 平面 上 的 实 轴 (上 半 平 面 的 边界 ) 上 映射 为 w 平 面 
s116° 
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上 的 加 周 |w| Bd 

又 由 于 当 z=a 时 ， 由 式 (6.9) 得 w=0， 而 该 点 位 于 圆 |w| <1 中 ， 所 以 ， 由 保 域 性 定理 
可 知 ， 式 (6.9) 将 Im z >0 映 射 为 |w| <1， 且 将 点 z==& (Imz>0) 映 射 为 点 w=0. 至 于 式 (6.9) 
是 分 式 线性 变换 是 明显 的 ， 故 式 (6.9) 即 为 所 求 
【 例 6.3】 求 将 |z|]<1 映 射 为 |lw|<1 的 分 式 线性 变换 ， 使 得 点 := (a|<D 映射 为 点 
ww 二 0( 见 图 6.7). 


fy 
e 
.和 ; 
(2) (w) 
图 67 


解 、 用 构造 法 ， 依 题 意 ， 所 求 肤 射 应 将 z 平面 上 的 单位 圆周 C :|z|=1 映 射 为 w 平 面 上 
的 单位 圆周 C':|w|=1. 

由 于 要 求 沙 =C(Imz>0) 映 射 为 点 mw=0 ， 而 关于 圆周 C 与 点 对 称 的 点 是 二 (用 
图 62)， 关 于 圆周 C" 与 点 让 = 0 对 称 的 点 是 ， 所 以 ， 由 分 式 线性 变换 只 有 保 对 称 点 性 可 
知 ， 所 求 变换 应 将 点 2=a 映射 为 点 w=0， 量 将 点 于 映射 为 点 w= 中， 又 因 所 求 变换 是 


分 式 线性 变换 ， 故 可 构造 为 


G3 


即 
= 
1 一 去 > 
令 F=1-BZk' ， 得 
-a FT 
W= 一 一 。 无为 待定 系数 
l-&z 


为 确定 天 利用 C 上 的 点 的 名 一 定位 于 Cr 上 的 事实 ， 不 失 一 般 性 ,可 取 点 2=1 代入 上 
式 后 应 清 足 | 中 =1， 即 


MMs- 


于 是 ，k=e”， 上 为 任意 实数 . 
于 是 ， 经 验证 
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le|<1。 9 为 任意 实数 
即 为 所 或 . a 
【 例 6.4】 设 z 平 面 上 有 两 条 圆 弧 5E) 与 吕方 ， 这 两 条 国 弧 相交 于 点 4 与 点 0 ， 且 它们 在 
点 处 a 的 夹 角 为 9， 条 圆 弛 映射 为 扩充 复 平面 ( Ww 平面 ) 上 发 自 点 w =0 的 两 条 射 
线 ( 见 图 6.8) 的 分 式 线性 变换 ， 


忆 村 


2 


(5) 

图 56.8 
解 用 构造 法 . 由 于 自 点 w=0 出 发 的 两 条 射线 可 视 为 在 点 w= 相交, 所以, 依 题 意 ， 
不 失 一 般 性 可 构造 一 个 使 点 z = a 映射 为 点 ， 且 使 点 z = 映射 为 点 w= 的 分 式 线 


6.10 
所 (6.10) 


经 验证 ， 即 为 所 求 . 


上 述 三 例 是 利用 一 个 已 知 变换 (分 式 线性 变换 ) 的 映射 性 质 ， 采 取 构造 的 方法 求 出 将 区 
域 G 映射 为 指定 区 域 G 的 变换 w= f(z) 的 . 但 对 某 些 区 域 G 与 G 而 言 ， 单 千 


方法 是 不 能 奏效 的 ， 而 要 利用 多 个 已 知 变换 的 映 ， 连 续 映射 后 才能 将 所 需 的 变换 
w= 大 妇 求 出 当然， 这 并 不 排 扩 在 此 过 程 中 的 驼 采 用 构造 的 方法 


【 例 6.5】 设 G 为 0<ags < 二， G 汶 |w|<1， 试 求 将 G 映射 为 G 的 变换 . 
解 首先 通过 zi = z' 将 G 映 射 为 2 平面 上 的 区 域 Gl:Imzi>0- 
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w= -i 与 z =z 复 台 得 w= 三 


a+i 2 +i 


经 验证 ， 该 变换 即 为 所 求 . 


最 后 ,+ 


闵 


【 例 6.6】 试 求 将 G:Imz > 0， |z|<1 上 映射 为 G':Imw>0 的 变换 ( 见 图 6.10). 
yz 
G 
oo 
(2) (a) (22) 
图 6.10 


解 由 于 将 第 一 象限 映射 为 G' 的 变换 容易 或 得 (只 须 用 军 函 娄 )， 而 G 可 视 作 由 两 条 贺 
弧 围 成 的 (将 [-1 二 视 作 “ 弧 ”)， 这 两 条 圆 弧 可 经 已 知 变换 ( 例 6.4) 映 射 为 自 原点 出 发 的 两 
条 射线 ， 而 由 这 两 条 射线 可 围 成 一 角 域 ， 又 第 一 象限 也 是 一 个 角 域 .这样 一 来 ， 如 果 能 找 
到 这 两 个 角 域 之 间 的 联系 ， 那 么 ， 将 G 映射 为 G' 的 变换 也 就 可 以 求 得 了 . 

因此 ， 首 先 ， 设 法 将 G 映射 为 一 个 角 域 , 在 例 6.4 中 ， 取 a=-L 5=1， 作 出 


经 验证 ， 该 变换 将 G 也 射 为 平面 上 的 Gi 平面 上 的 第 大 象限 ). 

事实 上 ， 由 于 该 变换 是 分 式 线性 变换 ， 且 将 点 2=-1 吴 射 为 点 a=0， 将 点 2=1 喘 射 
为 点 ae， 所 以 ， 电 分 式 线性 变换 的 保 园 用 性 可 知 ，G 的 边界 的 象 在 平面 上 是 自 原点 
为 了 确定 这 两 条 射线 的 位 置 ， ws 1.1] 与 + 半 个 单位 同 周 上 取 
出 点 z= 0 与 点 2-i， 求 得 它们 的 多 分 别 为 3 = -1 与 z1=-i， 于 是 ， 该 变换 将 [-1,1] 上 的 三 点 
一 1.0.1 依次 映射 为 0,-1 ee ， 即 将 [-11] 映 射 为 负 实 负 ; 将 A 从 


而 Gi 是 z 平 面 上 的 负 实 轴 与 负 虚 轴 围 成 ,为 确定 G, 的 准确 位 置 ， 可 在 G 内 到 一 点 :了 代 


入 2 中 得 其 旬 为 5 卫 - 全， 由 于 该 点 位 于 平面 的 第 三 象限 中 ， 所 以 ， 由 保 域 性 
定理 断定 G 只 能 是 3 平面 的 第 三 象限 。 
其 次 ，G 经 = 映射 为 ,平面 上 的 第 一 粤 限 已 


最 后 ，@ 映射 为 w 平 面 上 的 上 半 平 面 G'. 
经 验证 ， 将 上 述 诸 变换 复合 所 得 
( 尖 ] 
w= 
2z—1 
即 为 所 求 . 


【 例 67】 求 将 G:Imz>0 映射 为 G':|w-w|<R 的 分 式 线性 变换 w= f(z)， 且 使 
f(D=w，f'Q)>0 ( 见 图 6.11). 
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图 6.11 
解 ” 由 于 将 G 映射 为 单位 图 的 变换 已 知 ( 例 6.2), 将 G 映 射 为 单位 圆 的 变换 也 容易 求 出 
(用 平移 、 相 似 变换 即 可 )， 故 将 G 映射 为 G' 的 变换 也 容易 求 出 ， 其 步 又 如 下 : 
首先 ， G 经 a= 二 (在 例 62 和， 取 =i) 映 射 为 z 平 面 上 的 G :|z|<1. 


其 次 ，G' 经 2 = 映射 为 了 平面 上 的 G :|a|<1.- 
于 是 , 有 全 败 -se2 
R 
即 
w= = Re is w (6.11) 
zi 
出 此 ， 有 
yz) -Ree- 
(z+ 
于 是 ， 有 


f= -Liteos0 +isinO) =S GinO -icos0) 


为 使 站) >0， 涡 于 cos0=0 ， 即 9 = 于， 将 其 代入 式 (6.11)， 经 验证 ， 所 得 变换 


即 为 所 求 . 


6.5 习 题 


1.， 求 下 列 解 析 函 数 在 指定 点 处 的 旋转 角 和 和 伸缩 率 
(Dw=3z? 在 z=i 处 ; 
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GB)w= 在 z= 玉 处 
2. 在 映射 m=iz 下 ， 下 列 图 形 映 射 成 什么 图 形 ? 
(D 以 as =i,s, = 451 为 项 点 的 三 角形 ; 
(2) 闭 国 域 : |z -1| 拟 1. 
3。. 设 映射 由 下 列 函数 所 构成 ， 阐 明 在 z 平 面 上 哪 一 部 分 被 放大 了 ， 哪 一 部 分 被 缩小 . 


(Dw=2 +22; 


1 


(Dw=e™. 
4. w= 将 经 过 点 z=i 且 平行 于 实 轴 正 向 曲线 的 切线 方向 映射 成 w 平 面 上 哪 一 个 方向 ? 
5. 下 列 映 射 在 平面 上 每 一 点 都 具有 旋转 角 和 伸缩 率 的 不 变性 吗 ? 

(Dw= 


了 
CO)w=Iz+z 
37 + 


6 证明， 肌 射 w=s+ 寺 把 团 半 |=CCC > 0) 映射 榴 ， 


7. 证 明 : 在 映射 m=e* 下 ,互相 正 交 的 直线 族 Rez=C 与 Imz=C, 依 次 映射 成 互相 正 交 的 
直线 旗 v= vtan C 与 国旗 /2 + 一 e325， 


8. 问 w= 荆 把 :平面 上 的 下 列 曲线 映射 成 ,平面 上 的 何 种 曲线 ? 


(GD 妇 + 严 =4; 


(Dy=0; 
D+ =1: 
(Dy=x; 
da- + =1; 
(Ox—l1. 


9. 求 把 上 半 平 面 Im z > 0 映射 成 单位 圆 |w|<1 的 分 式 线性 映射 n= f(z)， 并 满足 条 件 : 
(FO)=0,arg f=0: 
C) AD =Larg f0)= 廊 


10。 求 把 单位 圆 || <1 映射 成 单位 园 || <1 的 分 式 线性 映射 w= /(z) ， 并 满足 条 件 : 
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ID- Oarg f=0: 
OD=aargf (MW)= 0 

11. 求 下 列 区 域 在 指定 的 喘 射 下 的 银 域 
(DRez>0,w=iz+i; 
DImz >0.w=(+D)z: 


MO <Inz<lw=l; 
过 z 


(Imz >0,Rez >1,w= 


12， 试 求 满足 下 列 条 件 的 分 式 线性 映射 
Dw) =1,w)=0, wD)=-1: 
Ow-D= ,w=0,w) =1: 


Ew-D- ,wo) i vd) -1 
13, 求 将 上 半 平 面 Imz >0 映 对 成 上 半 平 面 Imw>0 的 分 式 线性 映射 w= f(z) ， 并 满足 
条 件 : 
Dw)=L wD)=2.wD=" 
C)w(OD) =1.w0)=21. 
14. 下 列 区 域 在 指定 映射 下 映射 成 什么 ? 


(DD:Rez >0,0<Imz <1,w=—:; 


2)D:|s|<l,Imz <0,.w= 


15. 下列 区 域 在 指定 映射 下 映射 成 什么 ? 
(DD:-®<x<0,0<y<2n,w=0; 
(DD:ls|>L0<argz <nw=Inz 


16. 下 列 区 域 在 指定 映射 下 映射 成 什么 ? 


2 
(DD:Imz >0,|z|<1,w= 


(CD:0<Imz>2xw= 


17. 把 下 列 各 区 域 映射 成 上 半 平 面 Inw>0， 求 出 实现 各 个 映射 的 函数 w= f(z). 


(Dimz>L|s|<2; 
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(2)| <20<agz< 了 

(G3) 单 位 圆 |z|<1 的 内 部 ， 且 沿 由 0 到 1 的 半 和 从 有 割 痕 ; 
(| 中 <1， |:-il>1: 

位 加 |z|<1 的 外 部 ， 且 沿 虚 轴 i 到 的 有 割 痕 ， 
lz|<2, |2-1]>1. 


1 


。 试 求 企 颂 可 XM w(t] 下 ， 下 列 各 区 域 华 w 平 面 上 的 象 . 


z 
(Dimz>0; 

(C)|z|<LIimz>0; 

(3) 过 点 + 且 在 点 z=1 与 实 轴 的 正 向 间 夹 角 为 a 的 圆 C 的 外 部 区 域 (0<a <). 


第 7 章 传 里 时 变换 


教学 提示 : 傅 里 叶 (Fourier) 变 
积分 建立 了 闻 数 之 间 的 对 应 关 


移 理 和 工程 技术 沁 
本 章 的 ， 了 解 傅 里 叶 变换 的 定义 ; 掌握 傅 里 叶 
数 的 全 里 叶 变换 及 逆 变 摘 ; 了 解 郑 积 的 概念 以 及 孝 季 


换 的 性 质 与 计算 ; 


7.1” 侍 里 叶 变 换 的 概念 和 性 质 


积分 变换 起 源 于 19 世纪 的 运 个 危机 蓉 国 著名 的 无 线 电工 程 师 海 维 兴 德 (0. Heaviside) 
在 用 它 求解 电工 学 、 物 理学 等 领域 中 的 线性 微分 方程 的 过 程 中 到 步 形成 一 神 所 谓 的 符号 法 ， 
后 来 符号 法 又 演变 成 今天 的 积分 变换 法 ， 所 谓 积 分 变 染 ， 就 是 把 某 隐 数 类 A 中 的 函数 7 
乘 上 一 个 确定 的 二 元 函数 kw 习 ， 然 后 计算 积分 ， 即 

Fs) = FOG syd 

这 样 变 成 另 一 个 函数 类 卫 中 的 函数 Fs) .这 里 二 元 机 数 K(xs) 是 一 个 确定 的 二 元 函数, 通 党 
称 为 该 积分 变换 的 核 。 f(x) 称 为 象 原 函数 ，F(s) 称 为 An 的 象 函 数 ， 当 选取 不 同 的 积分 
域 和 该 函数 时 ， 就 得 到 不 同名 称 的 积分 变换 

设 有 是 全 体 实数 的 集合 ， 当 weR ，a= -ceo,p=+c 时， 由 核 函 数 


K(x) = ee 


所 确定 的 积分 变换 
F(o)= | fC 


就 是 传 里 叶 变 换 . 
设 * 属于 复数 集 C， 当 +e[0,+e)，a=045= +ce 时 ， 则 由 核 
k(s,t)=e" 
所 确定 的 积分 变 痪 


FG)= 人 De “dr 
7.1.1 和 情 里 时 积分 


高 等 数学 中 ， 学 习 傅 里 叶 级 数 时 ， 以 了 为 用 协 的 六 9 在 区 同 | - 工 开 |] 上 清和 多 和 
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克 雷 (Dirichtet) 条 件 ， 即 在 区 间 | -开工 | 上， 


人 @ 连 续 或 只 有 有 限 个 第 一 类 间 电 
@ 只 有 有 限 个 入 点 .到 在 | | 上 六 可 以 民风 昌 叶 级. 


设 在 以 了 为 周期 的 函数 方 (z) 的 连续 点 处 ， 级 数 的 三 角形 式 为 


f(t)= E+ D(a, cosmoxz+ 记 sinmox] (7.D 
三 
式 中 ， 
2 
w= 入 
7 


2 cri 
m= = [dx 
a =21 六 CDeosmaadx 
了 -六 和 
2 n=1,2,3,.… 
b= 汉人 声 万 CDOsin poxdr 


为 今后 应 用 上 的 方 使 ， 下 面 把 侍 里 叶 级 数 的 三 角 式 转换 为 复 指数 形式 . 由 欧 拉 公式 


ie ie 褒 ”| 
er 0 ee Ne ee 
2 2i 2 
此 时 ， 式 (7.1) 可 写 为 
tem ee 
f= + 下 + 一 三 ] 


3 全 dL | 
© = 


ot 2 
如 果 令 

CY 
和 -全 | 大 God 
-ib 
oo 

1 Th T12 
= zf Coosneowdr i ,fi Ce)sin naadr 23 


六 Fi) cos nw —isin nox)dx 
-1 


1 


fe dr 


a tib, _ 1 rr bp 
on Wb dx， n=1,2,3, 


2 
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而 它们 可 以 合 写 成 一 个 式 子 
= fe de, n=+L42,43, 
若 令 w= nw (n=0,+1,+2,…) 
则 式 (07. 了 DD 可 写成 
fete tose™) 
3 
这 就 是 传 里 叶 级 数 的 复 指数 形式 ， 或 者 写 为 


fi -六 袍 ear]e™ 072) 


[案例 ] 在 工程 技术 中 , 周期 函数 可 以 展开 成 传 里 叶 级 数 ,那么 非 周期 函数 呢 ? 能 否 用 一 个 
逼近 一 个 非 周期 函数 呢 ? 

:高等 数学 中 ， 给 出 了 以 了 为 周期 的 函数 展开 成 传 里 叶 级 数 的 方法 ， 由 前 面 的 推导 知 
其 复数 形式 为 式 (7.2) 一 般 而 言 ， 任 何 一 个 非 周期 函数 f(x) 都 可 以 看 成 是 由 某 个 周期 函数 
万 Cn 当 周 期 7 一 +c 时 转化 而 来 的 . 


为 说 明 这 一 点 , 作 周 期 为 的 函数 厅 (z ,使 其 在 [地 下 > 之 由 等 于 了 (x) ,而 在 [ 却 


| 
(eye] 


之 外 按 周 期 了 的 函数 f(x) 延 拓 出 去 . 


f=- 
f+T) ， = 可 -3 


了 越 大 ， 太 (o) 与 了 (x) 相等 的 范围 也 越 大 ， 这 表明 当 7 一 + 一 时 ， 周 期 函数 f(x) 便 可 以 转 
化 为 f(x)， 即 有 
lm fi (=f 
这 样 ， 在 式 (7.2) 中 令 了 一 +c 时 ， ee 的 展开 式 ， 即 
f(x)= 二 Ey 三 [ 六 ,eta] Er 


当 ? 取 一 切 整 数 时 ，w, 所 对 应 的 点 便 均匀 地 分 布 在 整个 数 轴 上 .车 取 两 个 相 邻 点 的 距离 
以 Aw 表示 ， 即 


nt 
Awm=0@, 一 0,4 = 一 ， 或 T= 


则 当 7 一 +ee 时 ， 有 Ao 一 0， 所 以 上 式 又 可 以 写 为 
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i 
fa) =- 徊 去 工 | 太太 (De ar]e Ag (73) 

_ LM I ia je 四 :yy 

当 x* 国 定时 ， EI, dz]。 是 参数 @ 的 函数 ， 记 为 D,(w)， 即 


1 [2 Liar i 
B,(0) -二 | ADe dr 

利用 (wm) 可 将 式 (7.3) 写 成 

Fo-lin 并 四 DAo 
很 明显 ， 当 Aw 一 0 时 ， 即 7 一 + 加 时 ， 有 @(oO) 一 Go) 
这 里 ，O(o)= 地 [让 Fr)e dr]e 
从 而 /( 四 可 以 看 作 是 Oe@) 在 (-%,+) 上 的 积分 /()= 广 PC)4w， 即 

CD= 二 | "| = /Coedr| enda 0 


这 个 公式 称 为 函数 (x) 的 傅 里 叶 积分 公式 (简称 传 里 叶 积 分 公式 ) . 应 该 指出 ， 上 式 只 
是 由 式 (7.3) 式 的 右 端 从 形式 上 推出 来 的 ， 是 不 严格 的 . 至 于 一 个 非 周期 函数 rz) 在 什么 条 
件 下 ， 可 以 用 伟 里 时 积分 公式 才 示 ， 和 有 下 男 的 定 埋 . 

传 里 叶 积分 定理 ”者 0O 在 (-=，+s) 上 满足 ; 

(在任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利克 雷 条 件 ; 


人) 在 无 限 区 间 (一 ，+e) 上 ， 绝 对 可 积 ( 即 六 | Fn1dz 收 剑 ):， 由 有 
f(x) (在 连续 点 上 ) 


i im 
支 六 [三 ex sr 9 SL/G+ 0)+ f(r-0) (在 间断 点 上 ) 


去 05) 


这 个 式 子 称 为 传 里 叶 积分 的 复 指数 形式 ， 利 用 欧 拉 公 式 ， 可 将 它 转化 为 三 角形 式 . 因为 
f(x)= 云 [站 三 fewar| odo 
三 去 [三 /ne nar ew 
号 支 亡 [ 请 f(D oos w(x— nar ao 四 二 [ 广 fsin ox -rd "ae 
考虑 到 积分 三 f(D)sino(x-r)dr 是 的 奇 函 数 ， 就 有 


三 [ 广 Arosnoc-adrlio-。 
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从 而 
JoD= 支 广 [万 f(reos w(x -Td ro 


又 考虑 到 积分 f(r)cosoxx- yar 是 的 偶 函 数 ， 上 式 又 可 以 写 为 


AD- 区 | 三 roeosoc- Dar]ao 
这 便 是 /(x) 的 傅 里 叶 积分 公式 的 三 角形 式 了 ， 稍 加 改变 ， 还 可 以 得 到 其 他 形式 . 
7.1.2 人 和 傅 里 时 变换 的 概念 
定义 7.1 如 果 函 数 ,/D 满 足 傅 里 时 积分 定理 ， 由 式 (7.4)， 设 
FW- fe dr (076) 
则 f(D= 云 广 Fo)eiedw (7.7) 
从 上 面 两 式 可 以 看 出 ji 和 F() 通过 确定 的 积分 运算 可 以 互相 转换 ，(7.6) 式 称 为 RD 
的 傅 里 叶 变 换 式 (简称 传 里 叶 变换 )， 记 为 
F(@)= FD] 
Fo) 称 为 (0 的 象 函数 ， 其 积分 运 货 称 为 取 (0 的 全 里 时 变换 ， 式 (77) 称 作 Fe 的 傅 
里 叶 逆 变换 式 ， 记 为 
DO= LF)] 


J(D 称 作 的 ww) 的 象 原 函 数 , 其 积分 运算 称 为 取 AD 的 传 里 叶 逆 变 换 . 
与 家 原 阴 数 .六 0 构成 一 个 傅 里 叶 涩 换 对 . 


称 象 函数 Fo) 


【 例 7.1】。 求 函数 f(D= 上 中 < 的 信里 中 变换 


0 中 >e 


解 ”有 传 里 叶 改 换 的 定义 
F(o)=|_ fe “de 


=| .qe= | cos ordr -i| sin oxdr 


= 中 Cos Wxdx 


2sin px 
一 -一 ,Or0 
=1 0@ 


2c,0=0 


t<0, 


【 例 7.2】 求 指数 衰减 函数 ro-| 的 全 里 叶 变 换 及 传 里 叶 积分 表达 式 , p>0 . 这 


个 指数 衰减 函数 ， 是 工程 技术 中 常 进 到 的 一 个 函数 . 


"128。 


第 7 章 傅 黑 叶 变 挨 “129 


解 由 的 傅 里 叶 变 换 
FoO=[XD] 
-| fvar 
= eBtoe-io dt 


=[ einrgr 
lo 


OE ee ee 
B+tio P+o 


其 任 里 叶 积 分 表达 式 
fW= FF] 
3b- Mowe 
+ Pp-io 
一 于 上 Pt 


a | joXens or jsin on) 
2x p+o 


eindm 


注意 利用 奇 、 偶 函数 的 积分 性 质 ， 
a Beos t+ sin Ot 
f(D) 2 ne dw 
由 此 响 使 得 到 一 个 含 参 杰 量 厂 义 哥 分 的 结 米 


广 Boos ax+asin Ox 


Pr +o 


Ne ,x>0 


求 一 个 函数 的 积分 表达 式 时 ， 能 够 得 到 某 些 含 参 变量 广义 积分 的 值 ， 这 是 积分 变换 的 
-个 重要 作用 ， 也 是 含 参 变量 广义 积分 的 一 种 巧妙 的 解法 . 


7.1.3 9 函数 及 其 傅 里 时 变换 


为 了 突出 主要 因素 ， 在 物理 学 中 ， 常 有 集中 于 一 点 或 一 瞬时 的 量 ， 如 脉冲 力 、 脉 冲 电 
压 、 点 电荷 、 质量 等 .只 有 引入 一 个 特殊 函数 来 表示 它们 的 分 布 密度 ， 才 有 可 能 把 


这 种 集中 的 量 与 布 的 量 来 统一 处 理 ， 
[案例 ] 取 * 轴 上 无 穷 长 的 细 杆 , 杆 上 除 在 :一 0 上 有 质量 m 一 1 之 外 , 处 处 没有 质量 分 布 . 设 
其 在 点 的 线 密 度 为 p(D， 分 析 可 知 : dz) 

(DA0 时, p()=0; 

(D0 时 ，p (1)=+%( 因 z=0 有 集中 质量 ): 加 


G) 其 积分 值 | ”PtDdt = 1 是 质 量 ， 

显然 ,不 能 用 普通 函数 定义 上 面 的 点 密度 . 如 不 考虑 物理 意义 ， 
经 过 数学 抽象 后 ， 便 可 引入 6 函数 的 

单位 脉冲 函数 又 秘 为 5 函数 , 它 通常 表示 在 & 时 间 内 激发 一 个 图 7.1 


~- 


19 
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和 矩形 脉冲 &(D ， 其 面积 为 K 见 图 7.1)， 其 定义 为 


50D) 
0, t<0 
SD=1l, 0<ti<e 
四 1 
0， 2E<1 
当 a。 一 0 时 ，65.(0) 的 极限 就 称 为 单位 脉冲 函数 ， 即 可 7 
SD =lim 5,0 图 72 


5(D 具有 如 下 特点 .从 函数 极 值 角度 看 


+c，1=0 
GO = 
中 记 1t#0 


从 面积 角度 看 
aar=tim 6. = lim [lar=1 


有 时 将 5 函数 用 一 个 长 度 等 于 1 的 有 向 线段 ( 见 图 7.2) 表 示 ， 线 段 长 度 表 示 5 函数 的 积 
分 值 ， 称 为 5 函数 的 强度 . 


6 函数 有 一 重要 性 质 ( 镍 选 性 质 )， 如 果 5 函数 与 某 一 连续 函数 (工程 上 为 一 连续 信号 ) 
相 乘 ， 则 其 乘积 仅 在 志 0 处 得 到 NO) 5CD) ， 其 余 各 点 (天 中) 之 乘积 均 为 零 ， 于 是 
户 sorod=7ro 六 sod= 7 08) 
同 理 ， 对 于 有 延 时 的 6 函数 5(t 一 to)， 只 有 在 t= 二 ts 时 才 不 等 于 零 . 因此 有 
6a Od= fT fF)6G id= /0) 079) 


式 (7.8)、 式 (7.9) 表 示 5 函数 的 筛选 (又 称 采 样 ) 性 质 , 它 表 明 6 区 数 与 任何 连续 函数 的 乘积 在 
(一 >，+ 吕 ) 上 的 积分 有 明确 的 意义 ， 这 个 性 质 对 连续 信号 的 离散 采样 十 分 重要 ， 因 此 在 工 
程 技 术 中 有 广泛 的 应 用 . 
由 式 (7.6) 可 得 5 区 数 的 傅 里 叶 变换 
Fo)=| 到 [5O]= [de =e-ie | =1 


更 一 般 地 ， 对 56(1 一) 


[Le[se 人 -人 se wedt—eim 


所 以 单位 脉冲 函数 60D 与 常数 1，6(t 一) 与 6 分 别 构成 传 里 叶 变 换 对 . 
同样 ， 者 及 w)== 2x6(w)， 则 由 传 里 叶 道 变 换 ， 可 得 


1 er” a 1 pe a 
/0 云 厂 Foe dw ya 2x5(o)emdo =1 


可 见 ，1 和 2x6(ow) 构成 傅 里 叶 变 换 对 ; 同 理 ，ei 拉 和 2r6(o 一 风 ) 也 构成 埔里 时 变换 
对 . 由 此 可 得 
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hs 
+ _ Pe + 一 w#0 
[ edt =2x6(w) ， [ erie-mjtdt 一 2r5(O 一 加 ) ， | sgn xe- ”dt =) jw 

0 wm=0 


在 工程 技术 上 有 许多 重要 的 函数 不 满足 传 里 叶 积分 定理 条 件 ， 即 不 满足 

三 IAola<+ee 
例如 常数 、 符 号 函数 、 单 位 阶 跃 函数 、 正 弦 函 数 和 余弦 函数 等 ， 但 它们 的 广义 传 里 叶 变 换 
也 是 存在 的 (所 谓 广义 是 相对 古典 意义 而 言 的 ， 这 涉及 广义 函数 论 等 较 复杂 的 理论 ， 在 此 不 
作 深 入 的 讨论 ), 利用 单位 肪 种 函数 及 其 健 里 叶 安 换 可 以 求 出 它们 的 传 里 上 叶 灾 氛 。 下 面 通过 
传 里 叶 逆 变 换 来 推 证 单位 阶 跃 函数 的 健 里 叶 变 换 及 其 积分 表达 式 . 
【 例 7.3】 求 单位 阶 跃 函数 

0 rr<0 
oo-| 


1 1>0 
的 傅 里 叶 变 换 及 其 积分 表达 式 . 
解 注意 到 


0= 2 +senll 


Fo)= Fao]=[ Sh tsend]e id 
= 站 六 dt+ [senie “dr] 


= 2 elsend) 


1 2 
一 [2rc(o)+ 
2 TOCO) jo 


= txO(®) 
jw 
又 因为 
u() = P11! F(w) FES re 
2 外 


位 Sin CO 


lr- 、 1 
= 二 站 so+ 一 d 
3 (D+ 站 


了 人 ao 
这 就 是 单位 阶 跃 函数 的 积分 表达 式 ， 在 上 式 中 令 1， 可 得 狄 利克 雷 积分 
+ sint 
b, 
【 例 7.4】 求 余 强 函 数 了 (0)=cos wt 的 侍 里 叶 积 分 . 
解 ” 由 欧 拉 公式 


”0 


di=™ 


SL 
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eq + ed 人 
cos CU1 = 


及 传 里 叶 变换 公式 ， 有 


si toi 
i 一 ed 


FoO)= [eos mt]= | cos te "dt= 


ed 


-Daao- 思 )+2r6(o+ 由)] 


=5[5(o-w)+5(o+ 四 )] 
同 理 可 得 

F(@)=[ [sin tt]= jx[5(@+ 6) -50-6)] 

7.1.4 傅 里 时 变换 的 性 质 

1. 线性 性 质 

轨 [efO+ PAO]eLELAOF PLELLOI 、 为 常数 ， 
2. 位 移 性 质 ( 亦 称 时 延 定理 ) 老 

六 DA 全 @)， 为 一 常数 ， 则 关 At 土 克 6 FO ); 
同样 ， 对 传 里 叶 逆 变换 也 有 类 似 的 位 移 性 质 ， 即 

[Foto) /Oe 
3. 微分 性 质 

Dj oF OD] 
4. 积分 性 质 
: 1 
Fal /ou]| er 人 


【 例 7.5】 求 矩形 单 脉 冲 函数 


人 
0- 其 他 


的 健 里 叶 变换 . 
解 首先 由 传 里 叶 变换 定义 ， 得 
FO)=| FLD fe d=E| ed= Eo 
We- Pe jm bb 


jor12 OZ 
一 esin 一 
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人 [已 llr/2 

AGO-=10 其 他 

则 BW) [AA Osin ee = AKC- 习 ， 于 是 有 位 移 性 质 

则 五 (o)= iO 有 f=f( pa 于 是 有 位 移 性 质 知 
Fo)= FUOHFL fe D Ee FLA OF sin 

; 


这 与 上 面 计算 的 结果 是 一 样 的 . 


7.2” 傅 里 时 变换 的 应 用 


傅 里 叶 变 换 在 数学 领域 或 在 工程 技术 方面 都 有 着 广泛 的 应 用 .在 这 里 仅 简单 介绍 一 下 
系统 分 析 的 频谱 理论 . 
7.2.1 周期 函数 与 高 散 频谱 
众所周知 ， 一 个 谱 波 函数 
f(D)= 4cos(Oot+ 9) 
唯一 地 确定 了 . 
它 可 展 成 指数 形式 的 传 里 叶 级 数 : 


是 由 师 值 4， 相位 种 频率 ow 三 个 
对 于 周期 为 了 的 周期 函数 AD， 


7O= TF Fe 
对 上 式 两 边 取 伟 里 叶 变换 ， 并 考虑 Fa) 不 是 时 间 上 的 函数 ， 由 此 可 得 
F()= [LY FO)e'™ le dt -2r》 FoD6to-nal) 


Fa) 羡 周期 函数 的 信里 叶 变换 庶 ， 上 式 表 明 ， 周 期 函数 的 频谱 由 无 穷 多 个 脉冲 组 成 ， 这 些 
脉冲 位 于 频率 ma 处 ， 每 个 脉冲 的 脉冲 强度 为 2xF(n). 

需 指 出 , 虽然 从 频谱 的 图 形 上 , 这 里 的 F(@o) 与 Fo) 是 极其 相似 的 , 但 两 者 洛 义 不 同 . 当 
对 周期 函数 进行 信里 时 变换 时 ， 所 得 到 的 是 频谱 密度 ， 而 将 该 函数 展 成 伟 里 时 级 数 时 ， 所 
得 到 的 人 里 叶 系数 ， 是 揽 指数 分 量 的 幅 值 。 

可 见 ， 引 入 了 脉冲 函数 之 后 ， 对 周期 函数 和 非 周期 函数 可 以 用 相同 的 观点 和 方法 进行 
分 析 运算 ， 这 将 给 信号 分 析 带 来 了 很 大 的 方便 
【 例 7.6】 周期 锯齿 波 如 图 73(9) 所 示 ， 求 它 的 频谱 

解 在 区 间 | ] 由 的 表达 式 为 


i 
2°2 
/(O-Et [< 

且 关 于 原点 对 称 ， 所 以 古奇 函数 . 


4 和 


a i 复 变 函 歼 与 积分 变换 


a=0 4a=0 


由 级 数 的 展开 得 
-和 人 ao-(C07” 三 (=123,) 


万 (9 4 Pn 
E E 
皮 次 元 Tt 
' 2 
i | | 1 ,0 Mg 
工 | We Ow 3o Soo 0 ao | 36%, | sa 
计 人 和 党 | 
“---|- 地 和 
2 2 
a) [9] (c) 
图 73 
te0- Esin 坝 下 二 2aht+ i 30t —-- ] 
T 站 等 
其 频谱 图 如 图 7.3(b)、 图 7.3(e) 所 示 . 由 此 可 见 , 周期 函数 的 频谱 或 谱 线 只 出 现在 0, o0 ， 


2o0 ，… 等 离散 点 上 ， 分 布 于 整个 频 域 中 ， 形 成 离散 谱 ， 离 散 谱 是 周期 函数 的 重要 特征 . 
7.2.2 非 周期 函数 与 连续 频谱 
对 于 非 周期 函数 XD， 者 满足 傅 里 叶 积分 定理 中 的 条 件 ， 则 在 XD 的 连续 点 处 ， 有 
no a 
2 

其 傅 里 叶 变 换 式 

Fo)=) fe 
在 频谱 分 析 中 ， 傅 里 时 变换 式 F(o) 又 称 为 了 (0 的 频谱 函数 ， 频 谱 函 数 的 模 | Fo)| 称 为 AD 
的 振幅 频谱 ( 亦 简称 频谱 )， 在 傅 里 叶 积分 中 当 nm 一 + 一时 ， 频 率 间隔 Aw 成 为 dw，w 为 连续 
变量 ， 故 称 | Fw)| 为 连续 频谱 -对 一 个 时 间 函 数 .AD 作 健 里 叶 变换 ， 就 是 求 /Fo 的 频谱 
【 例 7.7】 作 指 数 衰 减 函 数 


t F(o 
ro-| %» 0 >0 人 ee 
os, 1t>0 型 
有 
的 频谱 图 . 1 半 
解 由 例 7.1 的 结果 ， 得 2 
2-io 可 7 可 加 
F(@)= 
Pt 图 7.4 
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所 以 有 


IF(O)E a 
YP +o 
作业 谱 几 如 网 7.4 所 示 - 


在 工程 技术 中 , 将 经 常 碰 到 的 一 些 非 周期 函数 及 其 传 里 叶 变换 (或 


谱 ) 可 通过 查 表 求 得 - 
7.3 习 题 


1. 试 证 : 若 f(D) 满足 传 里 叶 积分 定理 中 的 条 件 ， 则 有 


Koel 


no 


2. 试 证 ， 若 f() 满足 传 里 叶 积 分 定理 中 的 条 件 ， 且 AD 为 奇 函数 时 ， 则 有 


“二 [7D cos w(t— Tdr]do 


7O=| blo)sin ide 其 中 Ma)= 二 [sinorar, 
0 i 
当 了 (为 偶 函数 时 ， 则 有 
f= wo)oosordo 
其 中 al)=21" f(reos wrdr. A 


于 
3， 求 下 列 函 数 的 全 里 叶 变 换 ， 
(DOD=e (p>0): OO=eneosti 


@0- 人 Ee 3 
2 图 75 
Acos Wt, |t|ET., a nt ez 
wyo-| 0 | A 
0, tl>7; 人 
(6) f(D)=e "eost DW -2 
志 


sin® 


4. 已 知 某 函 数 的 传 里 叶 变换 为 忆 () 一 
5. 求 函数 AD) =sinteost 的 傅 里 叶 变换 . 


， 求 该 函数 FnD . 
6， 试 求 函 数 AD = sin(St+ 也 的 全 里 叶 变 换 ， 

3 
7. 求 图 7.5 三 角形 脉冲 的 频谱 函数 ， 


8. 求 下 列 函数 的 伟 里 叶 积 


SI 


so 复 变 函 歼 与 积分 变换 


0， 


esin21, t>0; 


t< 0. 


wo-| oro-| 


3 
oo 0< 


0, 1>1. 


9. 试 求 如 图 7.6 所 示 周 期 函数 的 幅 值 谱 和 相位 谱 . 
10. 利用 传 里 叶 变换 性 质 求 下 列 函 数 的 传 里 叶 变 换 : 


(lat-b): OE fab 


Var-Dflat-b: Wf 7er-adt 


(f(Deos on(t—D. 
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教学 提示 : 傅 里 叶 3 许多 领域 中 发 挥 着 重要 的 作用 ， 但 是 在 实际 应 用 中 受到 一 些 
限制 . 本章 主 要 讨论 的 拉 普 拉 斯 变 摘 放 宽 了 对 函数 的 限制 并 使 之 更 适合 工程 实际 ， 并 且 保 
留 传 里 叶 变换 中 许多 好 的 性 质 ， 而 且 某 些 性 质 ( 如 微分 性 质 、 卷 积 等 ) 比 传 里 叶 变换 更 实用 、 
更 方便 . 

教学 目标 : 了 解 拉 普 
斯 变换 及 逆 变换 的 7 


变换 的 概念 ; 理解 拉 普 拉 斯 变换 性 质 ， 掌 握 拉 普 拉 
掌握 用 拉 普 拉 斯 变换 的 方法 解 微分 方程. 


8.1 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 与 性 质 


由 第 7 章 可 知 ， 需 进行 传 里 叶 变 换 的 函数 应 满足 传 里 叶 积分 存在 定理 的 两 个 条 件 ， (1]) 
在 任 一 有 限 区 间 上 满足 狄 利克 雷 条 件 ，(2) 在 无 限 区 间 (- 吕 ，+o) 上 绝对 可 积 ， 而 伟 里 叶 变 
换 存在 两 个 缺点 ， 
缺点 1: 条 件 (2) 过 强 ， 在 实际 应 用 中 ， 许 多 函数 不 能 满足 条 件 (2). 
[案例 | 单位 阶 跃 函数、 正弦 函数 、 函数 等 ， 虽 满足 狄 利克 雷 条 件 ， 但 非 绝对 可 积 . 因 
此 ,对 这 些 函 数 就 不 能 进行 古典 意义 下 的 传 里 叶 变 换 . 尽管 在 第 7 章 里 ， 通 过 引入 6 函数 ， 
在 广义 下 对 非 绝 对 可 积 函数 进行 了 传 里 叶 变 换 ， 但 $ 函数 使 用 很 不 方便 . 
缺点 2， 进 行 传 里 叶 变换 的 函数 须 在 (- 号 ，co) 上 有 定义 . 
[案例 在 物理 、 无 线 电 技术 、 机 械 工程 等 实际 应 用 中 ， 许 多 以 时 间 上 为 自 变量 的 函数 在 
t+<0 时 是 无 意义 的 或 者 是 无 需 考虑 的 . 因此 ， 对 这 些 函 数 也 不 能 进行 传 里 叶 变 换 . 
由 此 可 见 ， 傅 里 时 变换 的 应 用 范围 受到 了 极 大 的 限制 ， 必 须 引 入 一 种 新 的 变换 . 


8.1.1 拉 普 拉 斯 变换 的 概念 


由 于 单位 阶 跃 函 数 wb 在 1<0 时 恒 为 零 ,因此 Du 可 使 积分 区 间 从 (- =，+ee) 变 成 
[Q + )， 从 而 克服 了 缺点 2;， 另 外， 函数 e (7 > 0) 具 有 衰减 性 质 ， 对 于 许多 非 绝 对 可 积 
的 函数 f(D. 总 可 选择 适当 大 的 1 .使 Fox(ne 满足 织 对 可 积 的 条 件 . 从 而 克服 了 缺点 1. 对 
f(DulDe se 进行 传 里 叶 变 换 ， 可 得 
FLAuDe al- f(D Sodt -| f(D Fig 
令 
s=p+tjo 
则 


FLOuWe = fod 
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上 式 右 边 积 分 所 得 为 复 变 量 * 的 函数 ， 记 为 Fls)， 称 为 AD) 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
定义 8.1 设 函 数 有 0) 当 t 宇 0 时 有 定义 ， 且 广义 积分 
三 f(De dt 
在 s 的 菜 一 区 域内 收 伍 ， 则 由 此 可 分 确定 的 为 的 明 数 
FG)=| fe dt (GD 

叫做 函数 有 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 记 作 F(s) = -多 [f()] ， 函 数 Fts) 也 可 称 为 有 D) 的 象 函数 . 

在 拉 普 拉 斯 变换 中 .只 要 求 0 在 [0.+co) 内 有 定义 即 可 ”为 了 研究 方便 .以 后 总 假定 
在 (一 ,0) 内 ，KD 三 0， 另 外 ， 拉 普 拉 斯 变换 中 的 s 是 在 复数 域 中 取 值 的 ， 但 只 讨论 s 
是 实数 的 情况 ， 所 得 结论 也 适用 于 s 是 复数 的 情况 
【 例 8.1】 求 指数 函数 (1) =e” (a 演 0,a 是 常数 ) 的 拉 普 拉 斯 变换 

解 由 式 (8.0) 有 


Flo) ee a =e (ogt 


此 积分 在 s> a 时 收 合 ,有 


ear= 1 
9 s—a 
所 以 
到 ke- 1 G2 
s—a 
1 0<r<r et 
【 例 8.2】 求 狄 利克 雷 函 数 6.(D=4r 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
0， ”其 他 


解 先 对 有 (0 作 拉 普 拉 斯 变换 
ZS[5.0]=| de “gr= [le “d= Tl-e eh) 
5(1) 的 拉 普 拉 斯 变换 为 


,le™ 
笃 [50]- 吉 鱼 [30]- 吉 一 一 


用 洛 必 达 法 则 计算 此 极限 ， 得 
,1l-e™ ,se™ 
lim —lim 一 1 
上 
所 以 
将 [50]=1 


8.1.2 拉 首 拉 斯 变换 的 性 质 
性 质 1( 线 性 性 质 ) 若 ge 、 是 常数 ， 且 
[BO]=RG), BIAO=RG) 
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则 
FE [af OO+BO=alELf +H)] = a Gs)+ bh,(s) 
性 质 1 表明, 函数 的 线性 组 合 的 拉 普 拉 斯 变换 等 于 各 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 的 线性 组 合 . 
性 遍 1 可 以 推广 到 有 限 个 殴 数 的 线性 组 合 的 情 珍 . 
【 例 8.3】 求 函 数 /()= 了 Qo”) 的 科普 拉 斯 变换 ， 
解 由 性 质 1， 有 


可 :| Be"*]= 
a a 


-给 - 1 )- 
a\s s+a) s(s+a) 
性 质 2 平移 性 质 ) 车 多 [f(D]= FG), 则 多 [ef()]=FG-). 


性 质 2 表明 ， 象 原 函 数 乘 以 e* ， 等 于 其 象 函数 作 位 称 a ， 因 此 性 质 2 称 为 平移 性 质 . 
【 例 8.4】 求 多 [te*] 及 | 多 [esin@i1, 
解 由 平移 性 质 及 


1 Se 
| 名 四 = 二 ， Sltsin et]= 
3 3 +0 
1 


G-ay 


多 [e sin of] = 


得 加 [1e*]-= 


加 
(s+a) + 

性 质 3( 延 清 性 质 ) 车 - 罗 [f(D]=F(s) 则 名 [flt-o)]J=e*F(s) (a>0). 

函数 (1 一 a) 与 (4) 相 比 ， 灌 后 了 a 个 单位 ， 若 {表示 时 间 ， 性 质 3 表明 ， 时 间 延 迟 
了 a 个 了 单位 ， 相 当 于 象 函 数 乘 以 指数 因子 e“， 如 图 8.1 所 示 . 
【 例 8.5】 求 函数 


-on 1<4 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
) ta 
解 由 儿 [u()]= 上 及 性 质 3 可 得 

3 


要 [we-w]= le - 
【 例 8.6】 求 如 图 8.2 所 示 的 分 段 函 数 
mo- tb 
0。 其 他 
的 拉 普 拉 斯 变换 ， 
解 由 AD=zd-o-z2G- 区 得 


“139。 
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| 多 [AD]= Blu wu dE) — But—b)] 


81 图 82 
性 质 4 微分 性 质 ) 若 多 [f00]=FG)， 则 [0)]=sFG3)- 了 (0). 
性 质 4 表明 ， 一 个 函数 求 导 后 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 等 于 这 个 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 乘 以 参 
数 s 再 减 去 这 个 函数 的 初 值 . 
性 质 4 可 以 推广 到 函数 的 4 阶 导数 的 情形 . 
推论 若 吕 [/(0]=FG)， 则 
要 [JeO]=wFG-L Ot + + 0)] 
特别 地 ， 阁 (oO)- (OO- 一 A”?(0)-0， 则 


BE [f° DFG) (n=1,2,) (8.2) 


根据 性 质 4 有 可 能 将 RD 的 微分 方程 化 作 FCs) 的 代数 方程 . 因此 性 质 4 在 解 微分 方程 中 
有 重要 作用 . 
【 例 8.7】 用 微分 性 质 求 | 多 [sinol] . 
解 令 AD=sinotf， 则 


0=0， DO=ocosort， 0=o， DO=-ozsinat 
旧式 (8.2) 得 
到 [ozsinol-= 区 LO]-srG)-srO)- 100) 


四 -0 Blsinol=s Bsin ot)- 0 
移 项 并 化 简 ， 即 得 


i 外 
芝 [sin@t]= 


s+ 


性 质 s( 黎 分 性 质 ) 着 名 [OJ= FG), 则 多 [|] /098]= 了 人， 


性 质 5 表明 ， 一 个 函数 积分 后 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 等 于 这 个 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 除 以 参 
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性 质 5 也 可 以 推广 到 有 限 次 积分 的 情形 . 


er 到 和 作 
a 
(n=1,2,…) 


除了 上 述 五 个 性 质 外 , 拉 普 拉 斯 变换 还 有 一 些 性 质 , 有 兴趣 的 同学 可 参阅 相关 书籍 . 另 
外 ， 并 不 总 是 用 定义 求 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 还 可 以 查 表 求 拉 普 拉 斯 变换 . 


【 例 88] | 
解 ” 查 表 得 
区 bing- 一 -Po) 
二 二 和 
从 而 得 


加 本 = 三 EE ds=arctan sl = Tarctans 
z > s+l 2 


8.2 拉 普 拉 斯 变换 的 逆 变 换 


8.1 节 讨 论 了 由 已 知 函数 AD) 求 它 的 象 函 数 F(s) 的 问题 ， 本 节 讨 论 相反 问题 一 一 已 知 
象 函数 F(s) ， 求 它 的 象 】 GD ， 即 拉 普 拉 斯 变换 的 逆 变换 . 

若 Fls) 是 7 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 则 称 Ai) 是 Fls) 的 拉 普 拉 斯 道 变换 (或 称 为 FCs) 的 每 原 
函数 )， 记 作 


JO=| 区 :LA 
8.2.1 部 分 分 式 法 
在 用 拉 普 拉 斯 必 换 解决 上 程 技术 中 的 必用 问题 时 ， 经 常 遇 到 的 象 函数 是 有 埋 分 式 . 一 
般 可 将 其 分 解 为 部 分 分 式 之 和 ， 然 后 青 利用 拉 普 拉 斯 变换 表 求 出 象 原 函数 ， 
【 例 8.9】 求 FCD)= 一 :2 的 拉 普 拉 斯 道 变换。 
+5s+6 
解 ” 先 将 已 G) 分 解 为 部 分 分 式 之 和 


s+9 sr9 4) 
$+5s+6 (+2)X3+3) s+2 s+3 


A=7, B=-6 


2 2 7 6 
所 以 i 
s+5s+6 s+2 s+3 
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[s+9 Ee 6 
[= 可- 3 十 四 > 
/0 [a s+2 s+3 
1 


[ 例 8.10】 来 F(s)= st+3 


-的 拉 普 拉 斯 道 变换 , 
十 4 +4s 
解 设 3 十 3 ol a 已 


+485+48 s(s+2) 8 


用 待定 系数 法 求 得 


4-=3 5--3 col 
4 2 
所 以 
F(s)-— +3 34_ 2 
s+4s +4s s+2 (s+2) 
W 有 p31 31 1 1 
4s 4s+2 2(s+2)° 
321|1|_3s71|_ 1 |_l.gl! 1 
Pe s+2|] 2 (s+2) 
-3 一 
【 例 8.11】 求 FG)- 2 的 拉 普 拉 


(CC+2X +2s+2) 
解 先 将 Fs) 分 解 为 部 分 分 式 之 和 
设 


| 
(s+2)(s* +2s+2) 


F(s) 


4 订 Bs+C 
s+2 s+25+2 
用 待定 系数 法 ， 求 得 4=2 B=-1l C=-2 
2 十 了 2 十 上 1 
所 以 1 Re | 
3+2 $+2s+2 3+2 G+D) +1 C++l 
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f(D AE [Fs)] 
-31| 2 s+1 __1 
8127 GHD +l (+1 +1 


-="| 2 | -= s+1 | 1 | 
op] (s+1) +1 (s+1)* +1 


=2e” -ecost—e sint 
=2e* —e’(cost +sin!) 
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8.2.2 拉 普 拉 斯 变换 的 逆 变 换 的 性 质 


在 求 银 原 函数 时 ， 常 从 拉 普 拉 斯 变换 表 中 查找 ， 同 时 要 结合 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 . 因 
此 把 常用 的 扩 斯 变换 的 忻 质 用 逆 变 橡 的 形式 列 出 如 下 . 


设 名 [fFOJ=RG), [SLAO=RG), 


[BI[f 0]= FCs). 
1. 线性 性 质 


Ba + hr (Y=alB [FO)]+h [LRGs)] 


= 十 (D)+anG) (a,b 为 


2. 平移 性 质 


ls lIpG oor FF) of) 
3. 延 灌 性 质 
Bh [erG]=- -ou 
【 例 8.12】 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 道 变换 : 


DFO OF 


解 (1) 查 表 可 得 , 取 a= 玫 得 


/=I 上 -= 
3+3 
(2) 查 表 可 得 ， 取 a 一 2 得 


_ 国 -| ]_ > 
7fO- 固 [= 区 


【 例 8.13】 求 FG)= 一 22+3 的 拉 普 拉 斯 道 变换 . 
3 —2s+5 


_ Z|_2+3 
(s—1) +4 


解 f(D-42|-! 上 5 
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Bl | 2 
G+4| 2 GD +4 


3 
=2e’ cos21+ 5 sin 21 


= (Qemr2r Soin 2 


8.3 拉 普 拉 斯 变换 的 应 


拉 普 拉 斯 变换 在 线性 系统 的 分 析 和 研究 中 起 着 重要 作用 .线性 系统 在 物理 、 力 学 以 及 
工程 等 许多 场合 可 以 用 线性 常 微分 方程 来 描述 . 这 类 系统 在 电路 原理 和 自动 控制 理论 中 ， 
都 占 着 重要 地 位 ， 下 面 介绍 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 线性 常 微分 方程 和 电路 问题 . 


8.3.1 ”微分 方程 的 拉 普 拉 斯 变换 解法 


拉 普 拉 斯 变换 解法 主要 借 肋 于 拉 普 拉 斯 变换 把 常 系数 线性 微分 方程 (组 ) 转 换 成 复 变数 
的 代数 方程 (组 ). 根据 代数 方程 (组 ) 求 出 象 函数 , 然后 再 取 逆 变换 , 即 可 求 出 原 微分 方程 (组 ) 
的 解 ， 此 方法 简洁 、 方 便 ， 为 工程 技术 人 员 所 普 斋 采用 .下 面 通过 例题 来 说 明 该 方法 的 
应 用 . 

【 例 8.14】 求 方程 六 +27 +y=e” 满足 初始 条 件 y|o=y' co=0 的 解 . 
解 设 安 DO 王 Xs)， 对 方程 两 边 同 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 考虑 到 初始 条 件 ， 得 


SY(s)+ 27O+TO- 
s+ 


因此 有 Y(s) 


Gy 
查 表 可 得 yD=lre" 


【 例 8.15】 求 方程 ”+y=t 满 足 初始 条 件 y|.o=0,y" |.o= 瑟 2 的 解 . 
解 设 罗 [yD 二 Y(s)， 对 方程 两 边 同 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 考虑 到 初始 条 件 ， 得 到 
Ea A eA 


- 1 
sy(s)—sy(0)—y(0)+ y(s)= 


整理 得 


3°y(s)—s+2+y(s)= 十 
了 


这 是 含 未 知 量 FCs) 的 代数 方程 ， 整 理 后 解 出 YGs) 得 ; 
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取 它 的 逆 变 换 便 可 以 得 出 所 求 函 数 XD， 故 


XD) = 到 -+ EE 总 3 


-era 
| 


振动 问题 是 日 常 及 工程 技术 中 经 常 过 到 的 , 例如 机 床 主轴 的 振动 , 电路 中 的 电磁 振荡 ， 
减 振 弹 筑 的 振动 等 ， 一 般 可 归结 为 微分 方程 的 问题 来 讨论 。 下面 以 无 阻尼 强迫 振动 为 例 说 
明 其 应 用 . 
【 例 8.16】 图 8.3 所 示 为 一 个 弹簧 一 质量 系统 ， 在 外 力 / (Wy 的 作用 下 ， 物 体 在 平衡 位 置 
开始 运动 ， 求 其 运动 规律 ( 设 /(O- 5 W 即 一 单位 脉冲 力 ). 
解 ”该 系统 的 动力 学 微分 方程 为 
"+ 和 一 


其 初始 条 件 为 


?lo 下 
对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 设 [到 bxO 一 Ka， 
-名 [RD]=F(s)， 并 由 初始 条 件 ， 得 到 
ms*Y(s)+ kY(s)=F(s) 


整理 得 sy) 1 KY) -70) 
mn n 
对 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 并 代入 初始 条 件 得 
Wg 
CD 
4a- 此 则 y= 一 一 
mo $s + 
故 DO- 1 onawt (>0) 
mo 
由 此 可 知 ， 在 胜 时 冲击 力作 用 下 ， 物 体 的 运动 为 一 正 纺 振 动 ， 振 果 为 全- ， 角 闫 认为 


Q%( 亦 称 固有 频率 ). 
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8.3.2 ”电路 问题 的 拉 普 拉 斯 变换 解法 


拉 普 拉 斯 变换 可 用 在 解 电路 问题 中 ， 下 面 考察 RLC 电路 . 
【 例 8.17】 在 RLC 电路 中 ， 串 接 直流 电源 矿 见 图 8.4)， 求 回路 电流 in， 
解 根据 基 尔 霍 夫 定 律 ， 有 
E=U,+U,+Us 


六 NE drr 
i(D) R 其 中 ，U。= ReiD， xD=C ar ， 
人 


di 


将 宪 从 
re 将 它们 


下 站 。 
即 坟 - = 去 | Od ， 而 Zr = 工 


图 8.4 
代入 上 式 可 得 


TiOdt+ RAO+ Le = 巨 ， 初 信 为 MK0)= 7(0)=0. 


是 RLC 串联 电路 中 电流 xD 所 满足 的 关系 式 ， 它 
次 微分 方程 ， 对 该 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 且 设 ， 


上 是 一 个 二 阶 线性 常 系数 非 齐 
K0]-Xs)， 则 有 


EO+ RIG)+LsI(s) = 

Cs s 
解 出 Ls)， 得 

1 人 

‘(Lrar | Ls +Rs+= 

Cs 下 


求 Ks) 的 拉 普 拉 斯 首 变 换 ， 得 0- 到 -TO]- 
特别 地 ， 若 C 王 1，R 一 1， 工 一 2，E 一 10， 则 


V7 
10 10 10 4 4 
1(s)= ry ep he 了 
(2+ttd] A 2 二 3 v7 i 区 
s 4) 8 4 4 
1 1 


通过 这 两 章 的 学 习 可 以 发 现 传 里 叶 变 痪 和 拉 普 拉 斯 变换 昌 同 是 一 种 积分 变 澳 关系 但 它 
们 有 区 别 ( 见 表 8-1). 

博 里 叶 变 换 与 拉 普 拉 斯 变换 的 许多 性 质 是 对 应 的 ， 因 为 它们 积分 核 都 是 指数 函数 ， 仅 
具体 形式 稍 有 不 同 . 表 8-2 列 出 本 书 中 介绍 过 的 两 种 变换 的 对 应 性 质 . 


146， 


第 8B 章 拉 普 拉 斯 变换 “147* 
表 8-1 ， 傅 里 时 杰 换 与 拉 普 拉 斯 亚 换 的 对 由 
傅 里 时 变换 拉 普 拉 斯 变换 
积分 核 芭 ce 
原 函 数 定义 区 间 Co (0.%) 
(AD 及 其 导数 在 上 演 0 上 除 有 第 一 类 间断 点 
| 01) 满足 狄 利 克 雷 条 件 ; 外 ， 处 处 连 : 
原画 数 的 条 件 。 | 人 | Pol 存 在 GD 小 于 某 指数 阶 函 数 ， 
(3)t<0 时 , fD-0 
: [RGyerds (其 中 P+jw=s) 与 变 奖 
反 演 式 0 
式 形式 不 对 称 
表 8-2 储 里 叶 变 换 与 拉 首 拉 斯 变换 的 性 质 比较 
伟 里 叶 变换 拉 背 拉 斯 变换 
W Flaf + BAO] i 
—— (DELAf DO+b DN =aR()+ br(s) 
EAGERAG) 
OE [FW]=FG-0D); 
WEAUGA EAA 
[|B[fe-a]=e "Fs) (a>0) 
@) FH ‘OFj dL fCD] @ 区 [NW]= FG)- /0) 
ie 1 a PrG) 
F Sh | EA 
@ 人 万 oad 二 四 区 /cadr] 
8.4 习 题 
3, 1<E, 
C) /OO= 加 
cost, t> 总 


G) CD =cost6(OD) — sintu(?); 
(RAO) =- 工 sin Qt; (QRAG) 
2a 


OM f=e oos41; 8) OD 


(WD f=1-te: 


=Ssin 2f 一 cos21; 


=u(31—5); 


.147， 


“148 - 复 变 函 孝 与 积分 变换 


a 


f(D =sin27; 40970- 字 - 

2. 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 用 查 表 方法 验证 结果 . 
CTO=sin3i CD = 已 f(D) = oos2t 
(0 f=sin ts (HfD=sintoost; (OfO=e™; 


(NfMN=e*+560D: (8 FN =008t6(0) — sinteu(t) . 
3. 设 有 0D) 是 以 2x 为 周期 的 函数 ， 


oe 


sint, 0<t<n, 
(站 = 求 多 
7 全 i 求 多 [7O1 
4. 求 图 8.5 所 示 周 期 函数 的 拉 普 拉 斯 
Nn) 人 7CO 
b f(1)=|sintl 
DN Ss 
oO b 2b 3b 4b 上 [a 3 2 
(U (2) 
人 7CD 人 CD 
et el I 
| | i | 
| 区 re 
下 1 of 1 125 135 ! 
让 | 
(3) (4) 
图 8.5 
5. 利用 拉 普 拉 斯 变换 的 性 质 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 . 
(DGD)= 刀 +3t+2; (2)FGD)=1-te:; G) f(D =te0sat; 
(WFD=e sin6t; (5)f()=5sin2t—3cos2t; (GO) f(D)=t"e": 


(7)7CD=xGt-5):， OOV=ud -ee'). 
6. 求 下 列 函 数 的 拉 普 拉 斯 变换 的 道 变换 : 
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WP): (FO) =—=: 
1 2s+3 
4) Fs) =———; 5S)F(s)— ; 
(DF(s) 林 (5)P(s) 2 
25+5 
7T)FG)= 的 汪 
AOS MA 
人 
(MR)= Ui ADF 
(s+a’) 8 一 人 
s 
13)F()=—; 1) FG)-— i: 
(EG s+2 OR s+5s +4 
Pp 1 10—3s 
16)F(s)= ; UDFG)= 3 
YE) (s+ 25+2) 0 si+4 


7. 求 下 列 微分 方程 的 解 ; 
Dy +4y +3y 


,0)= 8"(0)=1; 


Dy +3y +2p=ut -Dy0)=0,7(0)=1; 


By -p=4sint+5c0s2t, y(0) =—1,y"(0) =-2: 


(和 六 -27 +27=2e cost, yO0)= y(0)=0; 
y+ y= 70)=7(0)= GD)=0; 


(07 +2y"+7=0,70)= (0)= (0)=0,7"(0)=1. 


8. BA f= eT sin2dt, 


求 Fs). 


9。 求解 积分 方程 ”AD = at+j sind-DAndr. 


10. 求 方程 y+2y'+ y=e” 满足 初始 条 件 了 | -o= 0.7 |，=1 的 解 - 
质点 在 上 0 时 , 在 x 方向 上 受到 冲击 力 S(1) 的 作用 ， 其 中 大 


11， 设 在 原点 处 质量 为 m 的 


为 常数 ， 假 定 指点 的 初速 为 零 ， 求 其 


3)F(s)= 3 
OF ry 


s+3 
人 
人 
+2s-1 


OF 


SC 


(DMO 


(5)F()=In 
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Ee 


. (DRez 


习题 答案 


an 
,Ag2 =—arctan =; 
2 3 


5V29 
立 


ORez=- ,Ims -13 = 13 ,argz Sa 
这 洗 7 


(3)Rez=1,Imz=5,Z=1-5i|2Z|=V26,argz =arctan5; 


LL Ea 
. (D3(cos—+isin~)= 3e?; 
(D3eos= 习 


(2)3(cos n+ isin T)= 3e”; 


G)2(cos 工 +lsmZ)= 2e> 
3 3 


(WY [D+ isin(- 全 


. (D-16V3 -16i; 


(4)-32i. 
AV3+) ss AVI) aV3+) wa- 
be 


- 模 不 变 ， 本 角 减 小 了 
.提示 : 设 f(2)=z”+42" +…+9,12+9,, 利 用 fat BD)= f(a+bi). 
- 模 不 变 ， 辐 角 增 加 和 


习题 答案 > 


9. 提示 : 利用 zz=|z| 
4 
10. (Dx=- 五 ， 
2 
(五 =2. 六 =1， Ci ed 
(3)x=+\ EE EE 其 中 ; 老 bp>0， 取 同 号 ; 若 b<0，, 取 异 号 . 
11. (Dy=x; 
RN 了 -1， 
(a+py (a-b) 
(Wp=1; 
(Dry=1, (x>0,y>0). 
12，(1) 直 线 x= -3: 
(2) 中 心 在 -2i ， 半 径 为 1 的 圆周 及 其 外 部 区 域 ; 
(3) 直 线 y=0， 
(人 DD 直线 y 一 3， 
(5)y=x+1x>0); 
(0) 以 -3 与 一 为 焦 
(7) 不 包含 x 轴 的 上 
(9) 直 级 x= 三 及 其 左边 的 平面 
13. (D)0<x<1， 无 界 、 开 的 单 连 通 区 域 ; 
(2) 圆 人 z-D+ 吧 =16 的 外 部 区 域 (不 包括 圆周 )， 是 无 界 的 、 开 的 复 连 通 区 域 ; 
G) 以 点 z= i 为 项 点 、 两 连 分 唱 与 正 实 负 成 角度 为 王 和 世 的 角形 区 域内 部 ， 它 是 无 寞 、 
开 的 单 连通 区 域 ， 
(4) 以 为 中 心 ，1 与 2 为 内 、 外 半径 的 圆 环 区 域 (不 包括 圆周 )， 是 有 界 的 、 开 的 单 连通 
区 域 ， 
6) 以 点 z= 一 芝 为 国 心 ， 以 为 半径 的 圆周 及 其 内 部 ， 它 是 无 界 、 闭 的 复 连通 区 域 ; 
(6) 由 射线 9=1 及 0=1+ 开 构成 的 角形 区 域 (不 包括 射线 在 内 )， 它 是 无 界 的 、 开 的 复 连 
通 区 域 : 
(7) 双 曲线 4 了 Sy =1 的 左边 分 支 的 内 部 区 域 (包括 焦点 z= 一 2 在 内 的 部 分 )， 它 是 无 
界 、 开 的 单 连通 区 域 ; 


- (]) 位 于 五 与 二 的 连 线 上 ， 其 中 大 = 
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人 以 卫 为 中 心 ， 革 与 了 为 内 、 外 半径 的 国 环 区 域 (包括 边界 在 内 )， 是 有 界 的 、 闭 的 复 


连通 区 域 ; 
(9) 单 位 圆 |z|=1 及 其 内 部 区 域 ( 即 |z| 专 ls 是 有 界 、 闭 的 单 连 通 区 域 ; 
(10) 圆 (x+6》 + 六 =40 及 其 内 部 区 域 )， 是 有 红 的 、 闭 的 单 连通 区 域 . 
3 
14. 005 (2)0; (3)0 . 


15.(1)w=|z| 的 定义 域 为 整个 Z 平面 ， 函 数 在 2 平面 上 连续 ; 


， 
Ow 的 定义 域 为 除 z= -2+i 外 的 2 平面， 在 2 平面 上 除 点 == -2+i 外 函 
数 为 连续 . 
16. 设 (D J(z)=Rez ， WA 
R 
WO- 


试 证 当 z 一 0 时 ，/z) 的 极限 不 存在 . 
17， 试 证 函数 /(z)=z 在 Z 平面 上 处 处 连续 . 
18. 试 证 arg z(-xn<argz 所 0 在 负 实 轴 上 (包括 原点 ) 不 连续 ， 除 此 而 外 在 Z 平面 上 处 处 
连续 . 
19， 设 函数 /(z) 在 点 za 处 连续 ， 且 /(a)#0， 证 明 存在 2 的 邻 域 使 Az) 关 0. 
20， 如 果 函 数 /(z) 在 点 a 处 连续 ， 证 明 所 zj| 六 z] 在 5 处 连续 . 
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(在 直线 x= 了 上 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 
2) 在 直线 x+y= 0 上 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 
G) 在 z=0 处 可 导 ， 但 在 复 平面 上 处 处 不 解析 ; 
(4 在 ?=0 处 可 导 ， 但 在 复 平 面 上 处 处 不 解析 . 

2. (1) f(z) 在 复 平面 上 处 处 和 解析， 了 f(z)=3(z+ 4 
(了 (7) 在 复 平 而 上 处 处 解析 、 .AM(z= 3 二 2i 


(3) f(z) 在 除 z=+1 外 的 复 平面 上 处 处 解析 ，(z)= 


外 的 多 连通 区 域内 处 处 解析 ， 广 (= 


2 一 423 一 32 


(4) f(z) 在 复 平面 内 除 -1 及 一 人 一 了 
(2 +1) 


2 


“152. 


习 直 答案 


Ts 


11. 


13. 
14. 


16. 


I 


D 


令 z=x+iy， 用 三 角 公式 ， 将 各 函数 表示 为 实 部 和 虑 部 . 
(DD 正确 ; 
(2) 不 正确 ; 
(3) 正 确 ; 
(4) 正 确 . 
用 三 角 函 数 定义 或 用 三 角 公 式 . 
(D-shl: 
13 
Ds 


[zx-3js， 主 值 为 -Lnis 
2 2 


In5— jt + (Qk+Dm， 主 值 为 In5+ (ne 一 arctan i 
3 EF 


ee 


1 
本 -erf im2 ， 
; -iey er (cosm3+isinin3)， a ) (rs 


sinlchl+icoslshl; 


为 任意 蒜 数 . 
(DIn4+in(+ 2k); 
is 

Gin (2+ V3)+2kr 和 
(Dink: 


Gin2+i(F+2t]. 


ni 


4. 不 一 定 成 立 ， 例 如 ， 7 


In2 
in— |. 
2 


Ss 


Ea 复 变 函 歼 与 积分 变换 


$Re[f OF =7i, $In [Ara]d =- 


5. gri 
6. 略 
7. (D2emi; Oi; (Oe 
a 

(0: (5)0; (6)0; 

0) 三: (G8)0( 当 | 加 >1 时 ): resi( 当 | 可 <1 时 ); 

(9)2mi ; (10)(-1+iDm. 
8. 令 F(z)= f(z)-f(z)， 在 D 上 用 柯 西 积分 公式 . 
10. 2ri 
13. 


-D2; 
下 
Wa 


(5)Inz+c(c 为 实 常数 ) 


第 4 章 
1. (1) 发 散 ; 
(C2) 收 敛 ， 极 限 为 -1 
G) 收 敛 ， 极 限 为 0 ; 
极限 为 0 . 
2. 
7.，(D1- 寻 +25- 33+… (R=1) 
(2)1-222 +32 4s + (R=1); 
Gsinl+ GosDz+ Gosl- sinD2+Gcosl-sinD2 + (R=1); 
6 


“154° 


< 


2 
[二 ?下 CAT) 
(R==); 

(1- 5 (R=1). 


WE ES (Ra-2y 
所 


1 . 
OZc JJ ‘| 去 - 寺 c-o] (R=2); 


HF rery (R=1); 


2 
2 [:-d+a] CR 


G 三 DC TD (R=); 


2 


2 T n 
1+ DY (R=-— 
(6) 2 1 ( 4 


21 二 和 和 攻 、 生 


5 


52 5 S52 10 20 40 80 


DF a TY EL; 


G) 一 De-y, Tc D7 


> Ce 
2 和 
Or at 
1 
部- Fey i 
OZco 这 0< 上 -<1， 全 六 


1<|z—i<~. 


SI 


0 复 变 函 歼 与 积分 变换 


第 5 章 


1. (Dj 是 /2)+ g(2) 的 max {m,n} 级 极点 (m 去 罗 或 者 m 级 或 低 于 轴 级 极点 (m=); 3 是 
f(z)g(z) 的 (m+nn) 级 极点 ，z。 是 g(z)/ f(z) 的 可 去 奇 点 (Gm>)，z6 是 g(2)/ f(z) 的 (mm) 
级 极点 Gm < nn) ; 

(是 f(z)+g(z) 的 m 级 零点 (m<n)，z6 是 f(z)+g(z) 的 m 级 或 高 于 m 级 零点 
m=) ; 

GG) 是 f(z)+g(z)，f(z)g(z)，g(z)/f(z) 的 本 性 奇 点 . 
2. (D)z= 0,z = 二 均 为 一 级 极 
==+v2i 为 二 级 极点 : 


a=hn -Tk = 0.,+1+2.… 均 为 一 级 极点 ; 
(5)z=+i 为 一 级 极点 ，z= (2k+ Dni,k=0,+1,+2,… 均 为 一 级 极点 ; 


(6)z=1 为 本 性 奇 


(8)z= 0 为 本 性 奇 点 ; 
(9)z=0 是 可 去 奇 点 ， 而 其 他 奇 点 ， 如 z= -1 不 是 孤立 奇 点 ; 
00)s -hnt Dh 0 - 均 为 一 级 极点 . 


3. 10 级 极点 . 

6. (DRes[Fz)0]=0， 
(2) Res /10-5 
(3) Res XY Res[7G)--， 
(WRes[/ G0]=-2; 

(5) Res [f(z) kn]= 1) ,k=0,+1,+2,…; 


(6) Res role =—Lk=0,+l,+2,.…; 


DRes[f (2).2]=0: 


0 “ / 芒 奇 数 
(WRes [f(2),0]=1 全 ; 
-CD 为 偶数 

(n+1)! 


"156 


157 。 


GO)Res[7)]= 王 ， 


QoRes[/C)1] = 
2 Ai 


OOResT/C), 0 = LRes [f= -TRos /C1 
Wo; 

(D6ni: 

(5) —mi; 


10 
Gi 
OF 


8. (DRes[/ (2),.~]=1:; 
ORes[f C2),.%]=0: 
Res[/ C2) "]= -shl; 
WRes[f(2),.~]=0; 
(Res[f C2),. 2] = 
ORes[f (2),°]=0. 

9. (Di: 

(2 27i: 
(3) 2mmi ; 
(D2ni(n=1), 0(n>1). 


27 


10. (1) 


157， 


“158 复 蛮 是 数 与 积分 变换 


(0) 0, m=28);(-1) = 2k+1),k=0,1,2,…; 
3 


Yai+l 
n 


让: 
OO) (eosl -3sinD): 
(10)n. 
第 6 章 
(1) 旋 转角 Ars f= 伸缩 率 |/"()|=6; 
@) 族 转角 Are 7'G)= 子 ,伸缩 率 [1G@)|=2， 
G) 旋 转角 Arg f=, 伸缩 率 |F@)|=1. 


(DD 映射 成 以 w= 一 Lw = 到 =i 为 顶点 的 三 角形 ; 


(2 映射 成 以 闭 圆 域 ，|w 一 | 拟 1. 


. (DZ 平 而 上 上 上 +]|> 于 部 分 被 天 了 ， 在 |:+]| < 工 部 分 被 缩小 了 ， 


(2)Z 平面 上 Rez=x>-1 部 分 被 放大 了 ,在 Rez=x<-1 部 分 被 缩小 了 


4. 时 射 成 下 平面 上 虚 轴 正 向 . 
- (0 在 z#0 处 映射 县 有 旋转 角 和 件 缩 率 的 不 变性 ; 


(2) 企 =# 二 处 映射 共有 族 转 前 各 仲 缩 率 的 不 变性 . 
司 周 2 2， 
- (1D) 圆周 w+v EE 


(四 直线 v=0; 


直线 v= 一 7; 
(4 直线 y= 一 n; 
1 

Dus 
RP 
(0 圆周 (u 2 


“158° 


9. (Dw=i 


yy _32+(5-2) 
Or 
1 


10. (Dw= 
Wy 


er za 
上 一 92 


11. (DImw>1: 
DImw> Rew: 
htil>1 mw<0); 


1| 1 
w—<— (Imw<0). 

下 :mv<o 
二 
z+i—(1+2i)z 


(4) 


12. (Dw= 


,2-1 
Dw= i; 
名 z+1 
(2+D+is 


an 其 二 出 


人 


13. (Dw= ; 
Ww=3 


= 


—42—2 


14. (1) 映 射 成 : CE > 了 >0y>0， 
(2) 映 射 成 : wu>0,v >0. 

15.(1) 映 射 成 : p<10<@p<n; 
(2) 映 射 成 : wu >0,0 <v<7. 

16. (DD) 映射 成 ; hw| <1; 
02) 映射 成 :|w|<1. 


_ [rs-op 
17. (1) | 


(Dw=|= 


A 复 变 函数 与 积分 变 挟 


轴 上 的 射线 (-=-,-]] 与 L+=) 剪 开 的 整个 平面 ， 
CD) 下 半 平 面 ; 
G) 沿 以 +! 为 端点 ， 在 点 1 与 实 轴 夹 角 为 2w 的 圆 弧 前 开 的 整个 平面 . 


18. 


第 7 章 
-20 本 _o _ -2jsinor 
3 DAO 二 WFO = 了 FO gr 
(CD 7 + Tosinor, 
[a -To 
: a 
(一 20+jo) in vr, Di™ [lok 
(+ jwo) +l 0 其 他 
Liar Drud- D1), tl 
4. f= 


8 
下 tl=1 
本 ld 


5. F(@) =Zil6(o +2)-6(0—2)]. 
6 ast +5S)+5(o 一 5 上 + El +5)-50m—5)] 


44 OT 
7. F(@)=—|1—00s—— |. 
el 2 ] 


“SinW— OoOsO 
oo——— 0s wtd@; 


4 
3. W700-=h 


* 加 


a op 
Cr-=2[G-w Deosor+2osinordam， 


元 25 一 6o + 


"160。 


习 是 答案 El* 
OW- sin ordo, 
1 T 
(2,46,), 
9. F(m= = 
ee. (n=13,5,-…% 从 erotg 人 bs 


10. a 


jb 六 
站 让 (人 “| @io| 47(e) a ; 
| 9 | 4 加 -站 
下 二 | -trl el 

a lal \a 


1 Ni 人 Ee ， 
wp ; (5)3F (0+ wo je 和 +5F(0-m)e™ s 
第 8 章 
i sy 3 1 
1. (DFG)=-G-4e* +e*):; OFG) = -ee 1) -er?: 
了 3 +1 
PO Oro-L 1， ro- 
+ s (GD (+0 
、_10-3s +t4 Be 
(OF(s) a (DFG) Bre (8)F(s) ; 
2 
9) FGs)= 一 一 一 一 : 
FO- 
2 2 5 +2 
= 一 一 :; 2) FS) = : 3)F(5)= : 
2, (FO: OF 二 HF- 
1 1 
A) FO)=— 5) FG)= ; 6)F(s)=——; 
(PDEs) ey GD)FG) 5 (6) F(s) 二 
pd 
MF) +5: (FG) = 
1 
je Re Ra 
3. | 多 ET 
1 l-e” 1 lo-e”™ 
41. (D 吕 -二 ; FIN- -一 一 ， 
GD 至 [OOI- 去 到 天 QE IO] i 


如 


有 
1 D3 
= 二 ， 

WZ LO i 


和 
2 三 一- 一 一 一 . 
A ep 


S16ls 


… 162 。 复 变 函 孝 与 积分 变换 
5. (WR) Zs +43s+2); Fl1-— ， 
2 s (s-1) 
@) Fs)- 二 a (4)P(s) 
PF (8) =—— OO; 
(+a (s+2Y +36 


OF LE, (OF(s)= 一 全 一 ，(n 为 正 整数 ) 
s+4 (s—a) 
1 1 
MRT CGO- 


6. Wlsin 2t; DOB? 上 OOP ; (Wf; 


(AD=2cos3t+sin3(: (0) AD 


3 Oe +2c3)3 
(8) f(1) = 2e3 cos3t + sin3t ; (9) f(D =2t0' + 2e’ —1: 


GO7O= 之 si a dteos at; (GD7O= 二 Gin at— eos at); 


ee ee 
12) f(D= 1 
ES A +| 安 + 


(UD) FO =60) -20™; QDfO= 


370-2 


(16) /= ‘(sint —tcost); 
(17) f(D) =5sin 2t— o0s2t. 
7. IO = +e -30 


(Dy) = -e+[-e d+ De + Sh -D): 


(3) y(D) = —2sint ~ eos 27 ; (4) py(D)=1e' sint ; 
i 

37 JJ 到 一 一 二 一 2 一 一 8 加 53 
CID 2+10 5 
2(3s2 +12s+13) 
ss+37+4F | 


Pp 
9. ro 


10. 解 : 设 多 [y(D)] 二 7 了 (s)， 对 方程 两边 同 取 拉 下 变换， 并 考虑 到 初始 条 件 ， 得 到 


~, Ts 
OV) = =rsinr . 
(0) yD 7 


8. F(s)= 


"162° 


习题 答案 163 


S75) 1+ 23805) -376)=— 
s+l 


s+2 


Gr D+3) 
根据 海 维 春 展开 式 米 求 其 逆 变 换 ， 这 里 BG) 有 三 个 


Y(s) 


P=-bp,=1p=-3. 
故 

s+2 
3s* +6s—1 


s+2 


7(D= 


EL 
5 ei 
35+6s5-1 | ， 


3s*+6s—l 


a CA 
= 一 Ge 一 2c7 -oo 
8 
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